PREFATA

Cartea de fatd se adreseazd studentilor din anul I al facultatilor de
inginerie. Ea este elaboratd in conformitate cu programa analiticd a cursului de
Algebra liniara, geometrie analitica si diferentiala, predat de autoare
studentilor Facultatii de Inginerie a Universitdtii "Constantin Brancusi”" din
Targu - Jiu.

In cele 8 capitole ale lucrdrii de fatd sunt prezentate, intr-o maniera
riguroasda, notiuni de baza privind spatii vectoriale si euclidiene, finit
dimensionale, operatori liniari, forme biliniare si patratice, geometrie liniard in
spatiu, conice, cuadrice, curbe in plan si in spatiu. Majoritatea enuturilor
matematice sunt insotite de demonstratii complete si de exemple sugestive, ce
asigurd asimilarea corectd a notiunilor teoretice introduse. De asemenea, prin
exercitiile propuse la sfarsitul fiecarui capitol, cititorul este invitat sd-si verifice
"abilitatea" de a lucra cu notiunile si metodele de demonstratie prezentate in
carte.

Rezolvarea acestor exercitii nu va ramane o enigma pentru cititorul mai
putin "indemanatic", deoarece cele mai multe dintre ele au rezolvari complete,
iar altele, mai simple, prezinta indicatii care conduc rapid la solutie.

In general, pentru parcurgerea acestei carti, cititorul nu trebuie si
consulte alte materiale, dar, fard indoiald, trebuie sa stdpaneasca foarte bine
notiunile matematice predate in invatdmantul liceal.

Astfel, cartea poate fi utild chiar si elevilor de liceu cu aptitudini
deosebite 1n studiul matematicii, precum si tuturor celor interesati in studiul
unor monografii de specialitate ce fac referire la notiuni de bazd de algebra

liniard, geometrie analitica si diferentiala.

Autoarea
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CAPITOLUL1

SPATII VECTORIALE FINIT DIMENSIONALE

1.1  Definitia spatiilor vectoriale
Pentru a introduce notiunea de spatiu vectorial avem nevoie de
notiunea de corp comutativ de caracteristica zero. Aceasta este introdusa

de definitia de mai jos.

Definitia 1.1.1 Spunem ca o multime K, dotata cu doua operatii, una
notata aditiv (numita adunare) si cealalta notata
multiplicativ (numita inmultire), are o structura de corp
comutativ daca impreuna cu adunarea este grup abelian,
iar fata de inmultire, K - {0} ( unde O este elementul
neutru la adunare) este grup comutativ §i sunt verificate
axiomele:

1. (distributivitate la dreapta) x (y + z) = Xy + xz, oricare
arfix, y, z €K
2. (distributivitate la stdnga) (x + y )z = Xz + yz, oricare

arfix, y, zek.

. e 0 . . . . . ~ *
Definitia 1.1.2 Caracteristica corpului K este cel mai mic numar n € N
pentru care na = 0, oricare ar fi aekK.

Daca na = 0, oricare ar fi ac K, are loc numai pentru n = 0 atunci

corpul K are caracteristica zero.
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Fie K un corp comutativ de caracteristica zero. Vom conveni ca de
aici Tnainte sd folosim denumirea mai simpld de corp pentru un corp
comutativ de caracteristica zero, dacd nu sunt facute alte precizari. Acum

putem introduce definitia spatiului vectorial.

Definitia 1.1.3 Un spatiu vectorial (liniar) V peste corpul K este o
multime nevida prevazuta cu doud operafii: o operatie
interna + : VX V=V, (x, y) = x + y, numita adunarea
vectorilor, impreunda cu care V are o structura de grup
abelian, adica satisface axiomele:
l.(x+y)+z=x+(y+2z)oricarearfix,y,z €V (legea
este asociativa);

2.x +y =Yy + x oricare ar fi x, y €V ( legea este

comutativa);

3. exista in V un element 0, vectorul zero, astfel incdt x +

0 = 0 + x oricare ar fi x €V ( exista element neutru);

4. oricare ar fi x € V exista - xeV astfel incdt x + (- x) =

(-x) + x = 0 (orice element admite simetric)

si o operatie externa :K x V>V, (& x) - a x ( de

inmultire a vectorilor cu scalari) care satisface axiomele:

a. daca 1€K este elementul neutru la inmultire din K

atunci 1x = x, oricare ar fi xeK.

b. (af)x = of fx) oricare ar fi & PeK si xeV;

c. (a+ P)x=ax+ Bxoricare ar fi &, B €K si x€V;

d a(x+y)=ax+ ayoricare ar fi aeK si x, yeV.
Dupa cum se subintelege din cele spuse mai sus, elementele

corpului K se vor numi scalari si vor fi notate cu litere ale alfabetului
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grec, In timp ce elementele spatiului vectorial V se vor numi vectori si
vor fi notate cu litere ale alfabetului latin. Daca V este un spatiu vectorial
peste corpul K se mai spune ca V este un K- spatiu vectorial.

In cazul in care K este corpul numerelor reale (respectiv complex),

vom spune ca V este spatiu vectorial real (respectiv complex).

Observatia 1.1.1 Daca V este un spatiu vectorial peste corpul K atunci
ox =0 (aeK, xe V) daci si numai daci o = 0 sau x = 0. Intr- adevir,
daca a = 0, atunci, deoarece 0 = 0 + 0, aplicam axioma c) din definitia
spatiului vectorial si avem 0x = 0x + 0x. Adunand opusul lui 0x Tn ambii
membrii ai egalitatii obtinem 0x = 0. Rationand asemdnator putem arata
caa0=0.

Reciproc, daca ax = 0, atunci presupunem prin absurd ca o # 0 si x
# 0. Inmultim egalitatea precedentd, la stinga, cu o', inversul lui o, si
obtinem 1x = o'0. Acum folosim rezultatul demonstrat mai sus si axioma
a) din Definitia 1.1.3 si obtinem x = 0, ceea ce contrazice ipoteza. Deci

ox=0=>0=0saux=0.

Observatia 1.1.2 Conform celor stabilite in observatia de mai sus avem

0 = 0x =((-a) + a)x. Deci (-o)x + ox = 0 sau (-00)X = -0X.

Observatia 1.1.3 Spatiul vectorial cu un singur element, care Tn mod

evident este vectorul 0, se numeste spatiul nul si se noteaza (0).

Exemplul 1.1.1 Orice corp comutativ K are o structura de spatiu
vectorial peste el insugi, daca vom defini operatia interna, de adunare a
vectorilor, respectiv operatia de inmultire a vectorilor cu scalari, ca

fiind operatiile de adunare §i respectiv inmultire ale corpului K.
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Exemplul 1.1.2 Fie K un corp comutativ si V= K' = K x K x ...xK
(produsul cartezian al lui K cu el insusi de n ori). Avem V = {(a, ,...,
o, ) & € K, oricare ar fi i €{1, 2,...n}}. Daca definim adunarea in V §i

inmultirea cu scalari din K dupa cum urmeaza

(A, ..., &) + (B, Bo.s B) = (Ci+ Br, o+ Do, O+ B)
oo, o,..., o) =(aa;, aa,,..., 00, ),
atunci este usor de vazut ca sunt indeplinite conditiile cerute de definitia
spatiului vectorial si V este un K spatiu vectorial.

Intr-adevar, V impreund cu operatia de adunare are o structurd de
grup abelian in care elementul neutru este n-uplul (0, 0,..., 0) iar opusul
unui vector oarecare (&, @,..., &, ) € V este (-a, -,..., -, ). Operatia
de inmultire cu scalari satisface axiomele a) - d) din Definitia 1.1.3 si
rezulta concluzia.

In cazul particular in care K= R ( respectiv K = C), obtinem

spatiul vectorial real (respectiv complex) R" (respectiv C").

Exemplul 1.1.3 Fie V multimea C([a, b]) = {f: [a, b] = R, f continud),
a, b € R. Multimea V, impreuna cu operatiile de adunare a functiilor si
de inmultire a acestora cu numere reale, capata o structura de spatiu

vectorial real.

Exemplul 1.1.4 ( Complexificatul unui spatiu vectorial real) Fie V un
spatiu vectorial real. Fie mulfimea V¢ = V x V si corpul numerelor
complexe C. Pe aceasta multime introducem doua operatii, adunarea si

inmultirea cu scalari, astfel
(xy)+uv)=x+uy+v)xzuveV;

(ax+iP)(x, y)=(ax- Ly, ay+ Bx) oricarearfix,y eVsi a+iffe C.
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Operatia de inmultire cu scalari de mai sus, arata ca (0, y) = i(y,
0). Deoarece elementele x € V pot fi identificate cu perechile (x, 0),
putem face conventia ca (0, y) =y §i (x, y) = x + iy. Acum este usor de
verificat faptul ca cerintele Definitiei 1.1.3 sunt indeplinite si, in

concluzie, VC este un spatiu vectorial complex.

Exemplul 1.1.5 Multimea polinoamelor in nedeterminata t, de orice
grad, cu coeficienti reali, notata P(t) este spatiu vectorial real impreuna
cu operatia de adunare a polinoamelor si de inmultire a acestora cu

scalari.(Exercitiu)

1.2 Combinatii liniare. Sisteme liniar dependente si liniar

independente

In cele ce urmeaza vom conveni sa numim familie de vectori o
multime oarecare de vectori, iar prin sistem de vectori vom intelege o

multime cel mult numdrabild de vectori. Fie I o familie oarecare de indici.

Definitia 1.2.1 Vectorul xeV este combinatie liniara a familiei de vectori

(x,).;» dacd x se poate scrie sub formax = Y. ax, unde

iel

numai un numar finit dintre coeficientii ; sunt nenuli.

Observatia 1.2.1 Vectorul 0 este combinatie liniara de orice familie de

vectori, deoarece putem lua 1n relatia din definitie o; = 0, i€ L.

Definitia 1.2.2 Familia G = (x,)., de vectori din V este sistem de

generatori pentru V daca pentru orice vector x € V exista
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familia finita 1, c I astfel incat x = 30X, .
ielg

Exercitiul 1.2.1 Daca G c V este sistem de generatori pentru V si G,cG
este "sistem de generatori pentru G", adica orice vector din G; se poate
scrie ca o combinatie liniara de vectori din G, atunci G, este sistem de

generatori pentru V.

Definitia 1.2.3 Familia (Xi)ieI de vectori din V este liniar independenta

daca vectorul nul se poate scrie ca o combinatie liniara
de vectori ai familiei numai cu scalari nuli, adica pentru

orice familie I, 1, finita avem

"Y ogxi=0e0=0icl)".
ielg
Observatia 1.2.2 Orice submultime a unei familii liniar independente

este la randul ei o familie liniar independenta.

Observatia 1.2.3 O familie de vectori formatd dintr-un singur vector x
este liniar independenti dacid si numai daci x # 0. Intr-adevar, daca x # 0
atunci din ax = 0 rezultd, conform Observatiei 1.1.1, oo = 0 si deducem ca
familia este liniar independenta.

Reciproc, dacd {x} este familie liniar independenta atunci este
necesar ca X # 0 caci altfel, pentru x = 0, avem o0 = O pentru orice oL # 0

€K, ceea ce contrazice ipoteza.

Definitia 1.2.4 Familia (x,)_de vectori din V este liniar dependentd

daca vectorul nul se poate scrie ca o combinatie liniara
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de vectori ai familiei, cu scalari nu toti nuli, adica exista

o; € K, i€l nu toti nuli astfel incat 3, opx; = 0.

iel
Observatii. 1. Orice familie de vectori din V care contine vectorul nul
este liniar dependenta. Intr-adevar daca x;, i€l sunt ceilalti vectori ai

familiei atunci avem combinatianuld 1 0+ >, 0x; =0.

iel
2. Mai general, orice familie de vectori din V care contine o familie liniar

dependenta este liniar dependenta.

I. Caracterizari ale familiilor liniar dependente

Teorema 1.2.1 Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a)familia de vectori {x;, x;,, ..., X}, nenuli este liniar
dependenta ;
b) exista un indice j €{1, 2, ..., n} astfel incdt x; se scrie
ca o combinatie liniara de ceilalti vectori din  familie.
c) exista un indice 2< j< m astfel incat x; se scrie ca o
combinatie liniara de vectorii precedenti lui.
Demonstratie. "a) = b)" Daca familia de vectori {x;, X,, ..., X,} este
liniar dependentd, atunci exista scalarii o€ K, nu toti nuli, astfel incat
0 = 0X| + 00Xy +... + O 1Xj1 + OGXj + Qs 1Xje1 +...F OnXp.
Fara a restringe generalitatea presupunem ca o # 0. Inmultim relatia de
mai sus cu inversul lui o; $i obtinem succesiv
0 = (o) ouxy + (05) " 0pXa +... + (04) 041X + (05) 04 +
(05) " Q1 Xy 1 +. .+ (04) ' 04X, §i

-1 -1 -1
Xj - ((XJ) o Xy - ((XJ) 00Xy -... - (aj) aj'lxj‘l -
11
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(04) a1 X1 = -~ (04) ' Oy

Astfel, prima implicatie a echivalentei "a) < b)", a fost
demonstrati. In continuare vom demonstra implicatia "b) = a)".

Daca existaje {1, 2, ..., n} si scalarii a;,e K astfel incat

Xj = 01X + 00Xy +... + O 1Xj.1 + s Xje1 +...+ OlpXp,
atunci avem combinatia nula cu scalari nu toti nuli 0 = 04X; + 0LX; +... +
0. 1Xj1 + (-1Xj +0441Xj41 +...+ OX, $1, conform Definitiei 1.2.4, deducem
ca familia este liniar dependenta. Implicatia "c) = b)" este evidenta.

Pentru a termina demonstratia este suficient sa aratam ca "a) = c)".
Fie 1< p < m cel mai mare indice cu proprietatea ca familia de vectori
{X1, X2, ..., Xp} este liniar independentd. Existenta indicelui p este
asigurata de faptul ca dacd x; # 0, atunci este clar ca {x;} este familie
liniar independenta. In cazul in care {x1, Xx,} este familie liniar
independentd, se continud procedeul de determinare a lui p ( procedeu
care se termind intr-un numar finit de pasi, caci numarul de vectori din
sistem este finit), altfel se alege p = 1.

Daca sistemul {Xx;, X;, ..., X,} este liniar independent si p este
maxim cu aceasta proprietate atunci familia {x;, Xs,, ..., Xp, Xp+1) este
liniar dependenta. Conform definitiei, exista scalarii o€ K, 1 =1, p+1, nu
toti nuli astfel incat

0= 0X; + 00Xy +... + 0pXp + Olpy1Xps -

Este ugor de vazut ca dacd o, = 0 atunci familia {x, X2, ..., Xp}

este liniar dependentd, ceea ce contrazice ipoteza. Deci O, # 0 si

inmultind egalitatea de mai sus cu inversul lui 0, obtinem:

-1 -1 -1 -1
0= (0ps1) 0Xp + (Oprr) OpXp +.on + (Olpir) OpXp + (Olps1) Oy 1Xpa
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sau Xp4 = —(ocp+1)'loclx1 - (ocp+1)'1062x2 -... -(Ocp+1)'10cpxp. Demonstratia a fost

incheiata.

Exemplul 1.2.1 Dacd vom considera spatiul vectorial real R’ atunci este
usor de vazut ca familia de vectori {x; = (-1, 2, -3), x,= (0, 3, 4), x3 = (-1,
5, 1), x4 = (-2, 3, 4)} este liniar dependenta, deoarece x; = x, + x; §i se

aplica teorema de mai sus.

II. Caracterizari ale familiilor liniar independente

Teorema 1.2.2 O familie de vectori {x;, x,, ..., x,} a K- spatiului vectorial
V este liniar independenta daca si numai daca orice
scriere a unui vector x din spatiu ca o combinatie liniara
cu vectori ai familiei se realizeaza in mod unic. Altfel
spus, daca avem scrierea x = Qyx; + 06Xy + ... + QX
o€k, i =1,...,n atunci coeficientii ¢, i =1,...,n sunt unic
determinati de vectorul x.

Demonstratie. Presupunem ca familia {x;, X, ..., X,} este liniar

independenta si mai presupunem ca exista xe V astfel incat x se scrie ca o

combinatie liniard de vectori ai familiei. Deci exista scalarii oy, O, ...,

o,€ K astfel Incat
X =01 X1+ 00Xy + ... + O X,
Presupunem prin absurd cd mai exista o altd scriere a lui X ca o
combinatie liniard de vectori ai familiei date. Fie scalarii By, B, ..., B.eK
astfel incat x = Bix; + Pox; +...4+ PuX, si cel putin pentru un indice

ie {1,2,...n} o; # B;. Scazind cele doua relatii de mai sus, membru cu
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membru, si aplicand axiomele spatiului vectorial obtinem

0 =(0t- B)x; + (0o~ P)Xo +...+ (C- BX; +...4 (Ot~ Br)Xn, 04 - B # 0.

Relatia de mai sus contrazice Definitia 1.2.3, deci faptul ca

familia data este liniar independentd. In concluzie, presupunerea ci x nu
se scrie in mod unic ca o combinatie liniara de vectori ai familiei este
falsa. Reciproc, presupunem cad orice scriere a unui vector Xxe V ca o
combinatie liniara de vectori ai familiei considerate se realizeaza in mod
unic. Observam ca 0e 'V si 0 = 0x; + 0x, +...+ 0x,. Orice alta scriere 0 =
Ol X1 + 00X, +...+ 0,X, conduce la sirul de relatii o; =0, 0, = 0,..., o, = 0.

Aplicam Definitia 1.2.3. si obtinem concluzia.

In cazul familiilor finite de vectori din spatiul vectorial real R"

avem urmatoare teorema de caracterizare a familiilor liniar independente.

Teorema 1.2.3 O familie de vectori {x;, x, ..., X,} a spatiului vectorial
real R" este liniar independentd daca si numai dacd
matricea care are pe coloane componentele vectorilor x,,

X2, ..., X, are rangul n.
Demonstratie. Familia de vectori {Xi, X, ..., X,} este liniar independenta
daca si numai dacd "ouyx; + X, + ... + 00X, =0, eR, 1 =1, 2,....n =
o =0 =...= 0, = 0". Daca x; = (X1, X2----Xpni)s 1 = 1, 2,...,n atunci
afirmatia de mai sus este echivalentd cu faptul ca sistemul liniar i
)

omogen Xa' = 0 admite numai solutia nuld, unde o' este transpusa’

matricei linie o = (0(; O ...0) 1ar X € M, (R)**), X = (Xjj)i=1,nj=1.n- Acest

* - B . .
Dacad A= (jj)i=1 nj=1,m €Ste 0 matrice cu elemente din corpul K atunci vom nota cu AT = (@) j=1miztn »
transpusa matricei A.

"M, (R) (respectiv M, ,, (R)) este multimea matricelor patrate de ordinul n (respectiv cu n linii §i m
coloane) cu elemente reale.
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lucru este posibil daca si numai daca rangul matricei sistemului, adica
rangul matricei X este egal cu numarul de necunoscute.
Sistemul avand n necunoscute, rezulta concluzia.

Propozitia urmatoare este o consecintd directd a acestei teoreme,

motiv pentru care ldsdm demonstratia ca exercitiu pentru cititor:

Propozitia 1.2.1 Familia de vectori  {x;, x5 ..., x,J€ R" este liniar
dependenta daca §i numai daca rangul matricei care are
pe coloane (sau linii) componentele vectorilor x;, X, ...,
X, are rangul k mai mic decdt n. Mai mult, orice
subfamilie a acesteia care contine vectori ce au
componente intr-un minor de ordinul k nenul este liniar
independenta. Numarul maxim de elemente al unei
subfamilii liniar independente este egal cu rangul k al

matricei despre care am vorbit mai sus.

Observatia 1.2.4 Afirmatiile Teoremei 1.2.3 raman valabile daca vom

considera in loc de R" spatiul K" , unde K este un corp.

Exemplul 1.2.2 Familia de vectori S={(-1, 3, 4, 0, 5), (2, 4, 5, -1, 0), (0,
0,01 1) (0 1, 1,0,0)}din R’ este liniar independenta deoarece rangul
matricei asociate conform Teoremei 1.2.3 este egal cu numarul de
vectori, adica cu 4.

In schimb, familia de vectori F = {(-1, 3,4, 0, 5), (2, 4, 5, -1, 0), (0,
0,0 1,1)(0,1,1,00), (1, 1, 1, 1, 2), (3, 2, 4, 5, 6)} din acelasi spatiu
este liniar dependenta, conform aceleiagi teoreme, deoarece rangul
matricei asociate nu poate depasi cea mai mica dimensiune a acesteia 5,

iar numarul de vectori este 6.
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1.3 Baza a unui spatiu vectorial. Dimensiune

Definitia 1.3.1 Se numeste baza a spatiului vectorial V o familie de
vectori B care indeplineste conditiile de mai jos:
a) B este liniar independenta;
b) B este sistem de generatori pentru spatiul V.

Din definitia de mai sus §i din Teorema 1.2.2 putem deduce ca
orice vector Xxe V se poate scrie ca o combinatie liniard de vectori ai
familiei B si cd aceasta scriere este unica.

Intr-adevar, daci B = {uy, uy, ...,u,} este o baza 1n spatiul vectorial

V, atunci orice vector xe V se scrie in mod unic

X = E_,lul + E_,zllz + ...+ &nun .

Definitia 1.3.2 Scalarii &, &, ..., &, din relatia de mai sus se vor numi
coordonatele vectorului x in baza B. Vom folosi notatia

xz= (&, &, ..., &) pentru coordonatele lui x in baza B.

Definitia de mai sus se extinde Tn mod natural si la baze indexate
dupd familii oarecare de indici. Astfel, scalarii &;, coeficientii vectorilor
u;, i€l (I familie oarecare de indici) din scrierea unica a lui X ca o
combinatie liniard de vectori ai bazei B se vor numi coordonatele

vectorului x Tn baza B.

Exemplul 1.3.1 Consideram spatiul vectorial de la Exemplul 1.1.5.
Multimea infinita a monoamelor de orice grad, B = {1, t, £t } este
familie liniar independenta si sistem de generatori pentru spatiul

vectorial real P(t), deci baza.
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Intr-adevar, fie 0 = Y, t o combinatie liniara nula formata cu
ieN

vectorii familiei B, in care numai un numar finit de coeficienti sunt
nenuli. Vom arata ca toti coeficientii sunt nuli. Fie r cel mai mare indice
pentru care @, # 0. Din relatia 0 = o + oyt + ....+ at , adevaratda
pentru orice t € R deducem ca o = 0, i = 1,..., r, (deoarece avem de a
face cu un polinom de gradul r care este identic nul. Deci B este o familie
liniar independenta. Faptul ca B este sistem de generatori pentru P(t)
rezulta observand ca orice polinom feP(t) de grad k este o combinatie
liniara a primilor k vectori ai familiei B. De exemplu, coordonatele
vectorului f =t + 5¢ - 4 + 1 in baza B sunt (1,0, 4, 5,0, 0,0, 1, 0, ...,
0,...).

Exemplul 1.3.2 Familia B = {u; = (1, 1, 1, 1), u, =(1, 1, 1, 0), u; = (1, 1,
0, 0), uy = (1, 0, 0, 0)} a spatiului vectorial real R? este o bazd pentru

acesta. Intr-adevar, este ugsor de constatat ca rangul matricei A

este 4 si, conform Teoremei 1.2.3, familia B este liniar

I
—_ = = =
O = = =
S O = =
S O O =

independenta. Mai ramdne de aratat faptul ca B este sistem de generatori

pentru R*. In baza Definitiei 1.2.2, vom demonstra ca pentru orice x =

(X1, X2, X3, X4) € R4, exista scalarii reali o, i =1,...,4 astfel incat x = o u;

+ G ur + uz+ Oy uy sau, echivalent,

(1.3.1) Ao = X, unde o= (q, o, a O4).
Acum este clar ca existenta scalarilor ¢, i =1,...,4 este echivalenta

cu faptul ca sistemul (1.3.1) este compatibil. Deoarece rang A" = rang

(AT’ xT) = 4, rezulta ca sistemul (1.3.1) este compatibil (vezi paragraful

17



Spatii vectoriale finit dimensionale

din sectiunea 1.5 dedicat rezolvarii sistemelor liniare) §i in consecinta B
este sistem de generatori pentru R’. Deci B este o bazd pentru R’.
Coordonatele vectorului x in baza B sunt date de solutia sistemului
(1.3.1). De exemplu, daca x = (4, 3, 2, 1), atunci o= b= 0= oy = 1.
Un spatiu vectorial poate avea mai multe baze, asa cum rezulta din

exemplul urmator:

Exemplul 1.3.3 Considerdm in spatiul R’ urmdtoarele familii de vectori
B={E, =(1,0,0),E;=(0,1,0), Es=(0,0, 1)} si By ={u;=(1, 1, 1),
u, = (1, 1, 0), us = (0, 0, 1)}. Se observa ca orice vector x = (x}, X3, X3) €
R’ se poate scrie x = x; E; + x;E, + x3E3, deci B este sistem de generatori
pentru R. B este si sistem liniar independent deoarece matricea A =
1 00
0 1 0}, care are pe coloane componentele vectorilor familiei B, are
0 0 1

rangul egal cu trei, adicd cu numdrul vectorilor din B. In concluzie B este

bazd pentru R’. Analog se aratd cd si B este o bazd a lui R’.

Observatia 1.3.1 Baza B din exemplul de mai sus se numeste baza
canonicd a lui R®, Dupa cum am vazut, coordonatele unui vector xe R3, in
baza canonica, coincid cu componentele sale. Acest rezultat ramine
valabil daca considerdm in locul spatiului R’, spatiul vectorial real R",
ne N, n>3, cu precizarea ci baza canonica in R" este {E, = (1, 0,...,0), E,

=(0,1,...,0), ..., E= (0,....1,..0), ..., E, = (0, 0,...,1)}.

Teorema 1.3.1 Fie G= (x;, X, ..., X,;) un sistem de generatori din spatiul
vectorial V #(0). Atunci exista o baza B a lui V continuta

inG.

18
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Demonstratie. Deoarece V # (0), putem deduce ca exista x; €G, 1 =
1,...,m astfel incit x; # 0. Intr-adevir, daca presupunem prin absurd ci
toti x; = 0, atunci nici un vector X # 0 din V nu poate fi scris ca o
combinatie liniara de vectori ai familiei G (vezi Observatia 1.1.1). Putem
presupune fard a restrange generalitatea cd x; # 0. Atunci familia {x,}
este liniar independentd. Deci exista sisteme liniar independente incluse
in G. Fie 3(G) familia tuturor sistemelor de vectori liniar independente
din G si fie Fe 3(G) astfel incat numarul de elemente din F sa fie maxim.
Vom ardta cd F este o bazd a lui V. Din constructie, F este sistem de
vectori liniar independent, deci este suficient sa ardtdm cd F este sistem
de generatori pentru V. Fie xeG, x¢F. Familia Fu{x} este liniar
dependentd, caci altfel este contrazisa maximalitatea lui F (daca familia
Fu{x} ar fi liniar independenta ea ar avea un element in plus fata de F si
am obtine o contradictie). Aplicim Teorema 1.2.1 si deducem ca x este o
combinatie liniard a vectorilor din F. Deci orice vector din G este o
combinatie liniara de vectori ai familiei F. Deoarece G este sistem de
generatori pentru V, putem deduce, conform Exercitiului 1.2.1, cd F este

sistem de generatori pentru V, si demonstratia este incheiata.

Teorema 1.3.2 Daca G = {x;, x5, ..., X,,} este un sistem de generatori in
V,iar F ={v,, v,, ..., v,} este un sistem liniar independent
atunci n <m.

Demonstratie. Deoarece G este sistem de generatori pentru V, atunci

orice vector din V se scrie ca o combinatie liniard de vectori din G, in

particular si vectorii din F. Deci exista scalarii o, 0L, ..., O, astfel Tncat

(1.3.1) Vi=04X| + 0 Xy + ... + Oy X
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Deoarece v, # 0 (altfel F nu ar mai fi familie liniar independentd),
deducem ca existd i € {1,...,n} astfel incat a; # 0 si putem presupune ca
o; # 0, eventual In urma unei renumerotari. Prin adunarea in ambii
membrii ai relatiei (1.3.1) a vectorului - o;X; - v; §i prin inmultirea
relatiei rezultate cu (- o;)"', obtinem

X1 =(- o) (Vi) + (- 0) 0 X+ oee H(= 0 Ol Xine

Deci x; este o combinatie liniard de vectori ai familiei G, = {vy, X,
.., Xn}. Folosind Exercitiul 1.2.1 deducem cd G, este un sistem de
generatori pentru V. Continudm procedeul de mai sus considerand in
locul lui G sistemul G; si urmatorul vector din familia F, daca acesta
existd. La acest pas avem
(1.3.2) Vo =0V + 0 Xo + ... + Oy Xppye
si este clar ca cel putin unul din coeficientii vectorilor x,,..., X, este
nenul. In caz contrar, aplicim Teorema 1.2.1 si deducem ci F nu este
liniar independentd, ceea ce contrazice ipoteza. Rationand ca mai sus vom
inlocui in G| pe X; cu v, si vom obtine familia G, care va fi de asemenea
sistem de generatori pentru V. Aplicim procedeul descris mai sus in
continuare §i, dupa un numar finit de pasi, putem intalni urmatoarele
situatii: fie am folosit toti vectorii din F pentru a inlocui vectori din G,
caz in care demonstratia este incheiata, cdci rezultd ca n < m, fie am
inlocuit toti vectorii din G cu vectori din F i mai avem inca vectori in F.

In acest caz, fie xeF care nu a fost incid inlocuit. Conform
procedeului, Tn locul lui G avem acum o familie de vectori din F care este
sistem de generatori pentru V. Deci acest X se va scrie ca o combinatie

liniard de vectori din F, ceea ce contrazice faptul ca F este familie liniar
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independenta ( a se vedea Teorema 1.2.1). In concluzie, acest ultim caz

nu este posibil si demonstratia a fost incheiata.

Corolarul 1.3.1 Daca o baza dintr-un spatiu vectorial are un numar
finit de vectori atunci orice alta baza din acel spatiu

va avea acelasi numar de vectori.

Demonstratie. Fie B si B; baze in spatiul vectorial V. Presupunem ca B
este formata dintr-un numar (finit) de m vectori. Vom demonstra ca si B,
are tot m vectori. Daca tinem cont de faptul ca B este 1n particular sistem
de generatori si B; este sistem liniar independent, aplicdim Teorema 1.3.2
si deducem ca numarul de vectori ai lui B, pe care 1l vom nota k satisface
inegalitatea k < m. Acum schimbam rolul lui B cu cel al lui B; si aplicand
aceeasi teoremd deducem ca avem si inegalitatea m < k. Din cele doud
inegalitati obtinem m = k si rezulta concluzia.

Deci numarul de vectori dintr-o bazd a unui spatiu vectorial este un
element caracteristic al spatiului vectorial si nu depinde de baza aleasa.
Din corolarul de mai sus aratd rezulta ca, daca spatiul vectorial V admite
o baza formata dintr-un numar infinit de vectori, atunci orice alta baza a
acestuia va contine tot un numar infinit de vectori.

Astfel putem introduce definitia urmatoare:

Definitia 1.3.3 Prin dimensiune a unui K - spatiu vectorial V, notata
dimg (V), intelegem numarul de vectori dintr-o baza a
acestuia. Daca spatiul vectorial V admite o baza cu un
numar infinit de vectori, vom spune cd acesta are
dimensiunea infinita si vom scrie dimg (V) = oo Altfel, V

este un spatiu vectorial de dimensiune finita.
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In cele ce urmeaza ne vom referi la spatii vectoriale de dimensiune

finita, dacd nu vom face alte precizari.

Observatia 1.3.2. O consecinta directda a Corolarului 1.3.1 este
urmatoarea: o familie de vectori dintr-un spatiu vectorial de dimensiune

n, formata din m vectori, m =>n+1 este liniar dependenta.

Exemplul 1.3.4 Spatiul vectorial de la Exemplul 1.1.5, pentru care a fost
gasita o baza cu un numar infinit de vectori (vezi Exemplul 1.3.1) are
dimensiune infinita, in timp ce spatiul R’ va avea dimensiunea 4 (vezi

Exemplul 1.3.2).

Teorema 1.3.3 Intr-un spatiu vectorial de dimensiune finitd, orice
familie de vectori liniar independenta poate fi extinsa la o

baza.

Demonstratie. Fie B = {u;, uy, ..., u,} o baza in spatiul vectorial V si fie
F = {xy, Xy, ..., X} O familie liniar independenta. Familia {x,, X», ..., Xp,
uj, Uy, ..., U, } este un sistem de generatori pentru V si este liniar
dependentd, deoarece orice vector X; se scrie ca o combinatie liniard de
vectori ai bazei B. Atunci, conform Teoremei 1.2.1 existd un prim vector
care este combinatie liniard de precedentii. Evident, acesta va fi unul din
vectorii bazei B. Fie u; acest prim vector. Familia {x;, Xp,...,Xp, U,
Uy,...,U;q, Uisg,..., Uy | €ste tot un sistem de generatori pentru V. Procedeul
continua (daca este posibil) cu eliminarea urmatorului vector uy, care este
combinatie liniard de vectorii precedenti lui. La fiecare pas familia nou
obtinuta este fie liniar independentd, caz in care am obtinut baza care va
contine familia F, fie este liniar dependentd §i Tn aceastd situatie se

continua eliminarea. Intr-un numar finit de pasi se obtine concluzia.
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1.4  Schimbarea bazei unui spatiu vectorial

Dupa cum s-a vazut deja, Intr-un spatiu vectorial V avem mai
multe baze, iar un vector xe V va avea cate un sistem de coordonate
pentru fiecare astfel de baza. Se pune Tn mod firesc problema stabilirii
unei legaturi Intre coordonatele aceluiasi vector atunci cand se schimba
bazele. Inainte de a formula, Teorema 1.4.1 care rezolva deplin aceasta
problema, trebuie sd introducem notiunea de matrice de trecere (de la o
baza B la o altd baza B' a spatiului V).

Fie V un spatiu vectorial de dimensiune finitd, n si fie B = {uy, u,,
..o}, B'={vy, vp, ..., v4} doud baze 1n acest spatiu.

Fie a;;, j = 1,...,n coordonatele vectorului v; in baza B, adica

Vi = a;u; + apls +....+ au,, 1=1,...,0n.

Matricea A = (a;), 1, j = 1,...,n este 0 matrice nesingularé*). Intr-
adevar, presupunem prin absurd cd A este singularé*). Consideram ecuatia
vectoriala
(1.4.1) oV + 0hvs +... + oV, = 0.

Avem oy[aju; + ajpuy +.... + apUy] + 0hlagug + anus +.... + AUy
+...+ Oylayu; + apuy +....4+ agu,] = 0. Rearanjand termenii, conform
axiomelor spatiului vectorial, obtinem

[0hag;+ 0has +... + Oa, Ju; + [Oa; + Ohaxn +... + O,apn]us +...+
[oa1, + Obas, +... + Oan,Ju, = 0.
De aici se obtine sistemul algebric liniar si omogen

O + Chayy +... +0,a, = 0

ES . . . - ~ . . e . . o .
) Prin matrice nesingulari intelegem o matrice inversabili. Analog , o matrice singulara este o matrice
care nu este inversabila.
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Oagp + Obay +... +0,a,, =0
oag, + Obay, +... +0,a,, = 0.

Matricea asociati acestui sistem este in mod evident A’. Aceasta
fiind singulard, conform presupunerii facute, deducem ca sistemul admite
si solutii nebanale, adica existd o, 0, ...,0, nu toti nuli, astfel incat sa
aiba loc (1.4.1). Astfel, rezulta ca familia B' nu este liniar independenta,

si am obtinut o contradictie. Deci matricea A este nesingulara.

Definitia 1.4.1 Matricea A introdusa mai sus se numeste matricea de
trecere de la baza B la baza B' sau matricea schimbarii de

baze.

Teorema 1.4.1 Daca un vector xeV are coordonatele x = (x;, X,..., X,) in
baza B = {uy, uy,..., u,} si coordonatele & = (&, &,..., &)
in baza B' = {v;, v,,..., v,} iar A = (ay), i,j = 1,...,n este
matricea de trecere de la baza B la B' atunci legatura
intre cele doua sisteme de coordonate este data de
formula:

(1.4.2) ET= (A" X"

Demonstratie. Folosind definitia matricei de trecere, avem succesiv x =

Evi+&Evo + ...+ Evy =& [ajuy + apuy + ...+ ajuy] + Slaxu; + anu, +

o+ U] + o+ Eplaguy + apuy + ..+ aguy] = [Ea + Say + ...+

Enanuy + [E1an+ Epan + ... + Enapluy + ...+ [E1ai, + Epagn + ... + Epapu,.

Pe de alta parte are loc si egalitatea x = x;u;+ XU + ...+ X,u,. Folosind

Teorema 1.2.2, care asigura unicitatea coordonatelor intr-o baza, obtinem:

x; =&ay + Eap +... + Epay
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X2 =Gian+ &an +... + Guan
Xn =§1a1n + gzazn +... + Z:,nam,.
Relatiile de mai sus vor fi scrise sub forma matriciald astfel
x'=A"E"
Deoarece matricea de trecere A este inversabila (si la fel transpusa

sa) Tnmultim relatia precedent cu (A")' si obtinem concluzia.

Exemplul 1.4.1 Fie spatiul vectorial real R’ in care vom considera
bazele introduse in Exemplul 1.3.3. Conform Observatiei 1.3.1, se deduce
ca matricea de trecere de la baza canonica B la baza B' este chiar

matricea care are pe linii componentele vectorilor din baza B', adica A =

1 1
11 . Atunci coordonatele unui vector x = (x;, x;, X3)ER3 in baza B’
1 0

[

vor fi date de formula de mai jos (conform teoremei de mai sus):

1.5 Lema substitutiei

In aceasta sectiune vom prezenta Lema substitutiei, un rezultat
clasic de algebra liniara, precum si aplicatiile acesteia. Dupa cum se va
vedea, asocierea unui algoritm la acest rezultat face din el un instrument

de lucru deosebit de util atat in programarea calculatoarelor, cat si in
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efectuarea "de méand" a unor calcule ce comportd lucrul cu spatii
vectoriale de dimensiuni mari.
Lema 1.5.1 (Lema Substitutiei) Fie B = {u,, uy,..., u,} o baza in spatiul
vectorial V §i yeV, y # 0 cu coordonatele (y;, ys,..., y,) In
baza B. Daca coordonata y; corespunzatoare indicelui i
este nenula, atunci familia B; = {u;, uy,..., u;.;, v, Uisp,..., U,}
este baza pentru spatiul V. Mai mult, daca (v;, vy,..., Vi.j, Vi,
Viel-.Vy) sunt coordonatele unui vector veV in baza B,
atunci coordonatele lui v in baza B; vor fi v',= v, - v{( y,-)‘l
Y PEN, p<m, p # i, vii=(y)'v.
Demonstratie. Inainte de a incepe demonstratia, facem observatia ci
dacd y # O atunci cel putin una din coordonatele sale in baza B este
nenuld, in caz contrar am obtine y = 0. Avem
y=yiuy+yYoUr+ ... + Vi1 U +Yi Ui + Vig1 Ujpr + ... + Yy Uy
Prin adunarea vectorului - y - y; u; Tn ambii membrii ai relatiei de
mai sus se obtine
ViU =yiu +YaUy+ .o+ Vig Uiy - Y+ Vieg Uigg +.. + Yo Uy
Inmultind noua relatie cu (- y;) ' avem
(151 w=Cy) 'y v mt A Cy) it - )y +
- Y0 Vet Wit + oo+ (= YD) Y U
De aici se deduce, conform Exercitiului 1.2.1, ca familia B; = { uy,
uy,...,Ui1, Vi, Uj..., U, } €ste un sistem de generatori pentru V. Deoarece
Teorema 1.3.1 ne asigurd cd din orice sistem de generatori putem extrage

o baza a spatiului, deducem ca B, este chiar o baza.
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Intr-adevar, daca am gisi o submultime strictd a lui B, care si fie
baza atunci aceasta ar avea un numar de elemente mai mic strict decat n
ceea ce ar contrazice Corolarul 1.3.1.

Daca (vy, va, ....,Vi.1, Vi, Vis1, ..., Vp) Sunt coordonatele unui vector v
in baza B atunci v=viu; + vo us + ...+ Vi Ui + v [(- yi)'lylul + (- yi)'lyz
Wt o+ YD) Yir Ui - C Y)Y+ oY) i Ui e+ Y)Y Ul + Vi
U + ... + v, u,. Regrupind termenii conform axiomelor spatiului
vectorial, avem

v =[vi - vil v yiug + [va - viCy) yalua + e Vi - viCy) i ug +

Vi yi T+ [Vigr - Vi ¥ Yier it + oot [V - Vi YD) Yalun

In cazul spatiilor R” rezultatul din lemi este sintetizat de tabelele

de mai jos.
Tabelul 1.5.1 Tabelul 1.5.2

baza coord. | coord. baza coord. | coord.
spatiu | vect. y | vect. v spatiu | vect. y | vect. v
lui R* |y v lui R”* |y v
111 Fh Vl ul 0 vl' 1Ii|lri-jf;ll
u ¥a >\/ Vi ¥:
u, 0 vy
u; 7] Vi Vo },—2
u, Y Vo pivot ¥ 1 v,

¥

u, 0 V.Y,
e Y:
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Tabelul 1.5.1 contine coordonatele vectorilor y si v in baza B iar
Tabelul 1.5.2 contine coordonatele acelorasi vectori in baza obtinuta prin
inlocuirea vectorului u; din baza B cu vectorul y. Vom indica o celula
oarecare din cele doua tabele precizand numele liniei si coloanei din care
face parte, de exemplu vom vorbi despre celula (u;, v).

Elementul y; # 0 din Tabelul 1.5.1(adicd coordonata nenuld a
vectorului y care face posibila aplicarea Lemei 1.5.1) se numeste pivot,
iar coloana (respectiv linia) din Tabelul 1.5.1 ce contine pivotul se
numeste coloana pivotului (respectiv linia pivotului).

Astfel, se poate enunta urmdtorul algoritm de obtinere a
coordonatele vectorilor y si v in noua bazd, B', adicd de obtinere a
elementelor Tabelului 1.5.2 din elementele Tabelului 1.5.1.

a) Prima coloana a Tabelului 1.5.2 va contine lista vectorilor din
noua baza.

b) Coloana pivotului din Tabelul 1.5.1 se transforma astfel: pivotul se

inlocuieste cu 1 iar celelalte elemente (din coloand) cu O si se obtine

coloana coordonatelor vectorului y din Tabelul 1.5.2.

c¢) Elementele de pe linia pivotului din Tabelul 1.5.1 se Tmpart la pivot si

obtinem linia corespunzatoare vectorului y in Tabelul 1.5.2.

d) Restul elementelor din Tabelul 1.5.2 se obtin cu '"regula

dreptunghiului”: Valoarea care va fi introdusa 1n celula (u;, v) din Tabelul

1.5.2 se determina astfel:

Se formeaza dreptunghiul care are pe diagonald pivotul si
elementul aflat in celula (u;, v) din Tabelul 1.5.1 (element notat E.T). Se
calculeaza diferenta dintre E.T si raportul dintre produsul elementelor de
pe diagonala dreptunghiului care nu contine pivotul si pivot, adicd cu

valoarea
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BT prod.elem.de pediag.ce nu continepivot

pivot
Valoarea obtinuta se transcrie in Tabelul 1.5.2 in celula (u;, v). De
exemplu, pentru obtinerea coordonatei v'; se formeaza dreptunghiul y;,
V1, Vi, ¥; (vezi Tabelul 1.5.1) si aplicand regula dreptunghiului avem
AT
Yi

V=V, -

Aplicatii ale Lemei substitutiei

1. Determinarea matricei de trecere de la o baza la alta.
O prima aplicatie a Lemei substitutiei o constituie determinarea

matricei de trecere de la o baza la alta.

Exemplul 1.5.1 FieB={e; =(1,2,4),e;=(0, 1, 1), e3=(1, 0, 1)} si B;
={u=(1,1,1),u,=(1,1,0), u; =(1, 0,0)} doua baze in R’ iar xeR’

un vector ale carui coordonate in baza B sunt (-1, 2, 3).

Sa se determine matricea de Tabelul 1.5.3

trecere de la baza B la B' si [B e, |e; |lex |wm |w | us
respectiv coordonatele vectorului E, N
E, [2 1 [0 1 1 0

x in baza B'. E: |4 |1 |1 |1 |0 |0
B | [& |& [ [ |

Rezolvare: Deoarece cunoastem & |1 [0 |1 1 1 1
- E, |0 |1 |2 [-1 [-1 |2

coordonatele oricarui vector in [E, [0 |1 |3 |3 |-4 |4
B — _ B |& |& | |[W | |Us

baza canonica B. = {E; = (1, 0, e |1 0 T1 1 1 1
0), E;= (0, 1, 0), Es= (0, 0, 1)}, |& |0 |1 [-2 |-1 |-1 |-2
E: [0 [0 B2 [-3 [-2

vom incepe algoritmul cu untabel |B |e |[e |ex |w |w | s
e (1 [0 [0 |-1 (-2 |1

e [0 |1 JO0 [3 |5 |2

e [0 0 |1 |2 |3 |2
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format in care coordonatele vectorilor e;, e, es u;, uy uz sunt calculate
relativ la baza canonica. Aplicand succesiv Lema substitutiei, vom
inlocui toti vectorii bazei canonice cu cei ai bazei B, rezultatele
calculelor fiind redate in Tabelul 1.5.3.

In ultimele trei linii si respectiv coloane ale acestuia se pot citi
coordonatele vectorilor din baza B' in baza B, adica matricea de trecere

-1 3 2
AdelabazaBlaB'. DeciA=|-2 5 3|.
-1 2 2

Pentru a gasi coordonatele vectorului x in baza B' datele vor fi
prelucrate conform tabelului de mai jos.

Tabelul 1.5.4

B [y |u |u: [X
e (-1 |2 [-1 |-1
e, [ 3 5 2 2
e; (2 3 (2 3
B jw |uw |u |x
1w |1 2 1 1
e, |0 B [
e; [0 -1 |0 1
B [y |1 |ux [X
1w |1 0 -1 [-1
1w |0 1 1 1
e: [0 [0 [AN2 |
B [y |uw |u [X
w |1 0 (0 1
1w |0 1 0 -1
1w |0 1] 1 2

2. Calculul inversei unei matrice.

Fie A o matrice inversabila de ordinul n, cu elemente reale. Notam

cu CAi, 1=1,...,n, coloanele matricei A si fie Al = (o), 1,j=1,....,n.
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Daca I este matricea identica de ordinul n, atunci [ = (EIT, e EiT,

ey EnT), unde E; = (O,...,l,...O), j=1,...,n sunt vectorii bazei canonice din
j

R". Se observi ci relatia AA" =1 poate fi scrisa sub forma OcleAl + ...+
OcijCAi + ...+ OcnjCA“ = jT, j=1,...,n, ceea ce este echivalent cu faptul ca
elementele de pe coloana j a matricei inverse sunt coordonatele vectorului
E; al bazei canonice din R" in baza formata din vectorii reprezentati Y de
coloanele matricei A.

Exercitiu: Sa se arate cd daca A este o matrice de ordinul 7, inversabila

atunci vectorii reprezentati de coloanele matricei A formeaza o baza in

RI]
1 0 -1 2
» o . o 1 2 -1
Exemplul 1.5.2 Sa se cerceteze daca matricea A = L 2 este
2 -1 1 1

inversabila si in caz afirmativ sa i se determine inversa.

Aplicam Lema substitutiei si avem.:

Tabelul 1.5.5

B Ch |Ca2]Cy [C |E [E |Es |Es
E, |1 0 -1 |2 1 0 0 0
E, |0 1 2 -1 ]0 1 0 0
E, |-1 |2 0 1 0 0 1 0
E, |2 -1 1 1 0 0 0 1
B Ch|Ca2|Cc |C |E |EB |Es |Es
Ci |1 0 -1 2 1 0 0 0
E, |0 1 2 -1 |o 1 0 0
E; |0 2 -1 |3 1 0 1 0
E, |0 -1 |3 3 (2 Jo 0 1
B Chlca e e |E |B |E; |E,

* . . - . . . o es A - .
prin vector din R" corespunzator coloanei unei matrice cu n linii vom intelege vectorul ale carui componente sunt
elementele coloanei respective.
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Ci |1 0 -1 1 1 0 0 0
Cia |0 1 2 0 0 1 0 0
E; |0 0 - 1 1 2 |1 0
E, |0 0 4 |2 |2 |1 0 1
B cllc ey [ct e |E |E |Es
Ca |1 0 0 1 45 125 [-1/510
CJZ o 1 0 1 25 |15 |25 |0
Co o 0 1 1 {525 s ]o
E, |0 0 0 1 1A 1 1
B cl et lcd et |El |B |E |E,
Ca |1 0 0 0 9/5 |75 |-6/5]-1
CJZ |0 1 0 0 75 | 6/5 |-35]-1
Co o 0 1 0 6/5 | 35 |45 |1
Gl o 0 0 1 -1 -1 1 1

Deoarece toti vectorii care constituie coloanele lui A au intrat in
componenta unei baze, deducem, conform Lemei substitutiei, ca rangul
matricei este egal cu dimensiunea acesteia, deci matricea este

inversabila. Inversa matricei A poate fi citita in ultimele 4 coloane ale

9/5 715 -6/5

tabelului de mai sus, A =

7/5 6/5 -=3/5

-6/5 -3/5 4/5

-1 -1

3. Calculul rangului unei matrice.

Din Propozitia 1.2.1 se poate deduce ca pentru a determina rangul
unei matrice A cu n linii si m coloane si elemente numere reale este

suficient sa determindm numarul maxim de vectori liniar independenti din

-1
-1

sistemul de vectori format din coloanele matricei A.

Pentru a determina acest numar se poate folosi Lema substitutiei,
inlocuind vectorii bazei canonice din R", atit timp cit este posibil, cu

vectoril corespunzdtori coloanelor matricei A. In momentul in care
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inlocuirea vectorilor din bazd, cu alti vectori corespunzatori coloanelor
matricei A, nu mai este posibila se obtine rangul matricei lui A, egal cu

numarul vectorilor intrati Tn baza.

Exemplul 1.5.3 Sa se determine rangul matricei

1 0 1 2 1 -1

2 -1 01 0 1
A=

-1 2 3 0 -1 O

0O 5 10 3 -2 O

Calculele corespunzatore aplicarii Lemei substitutiei se regasesc
in tabelul de mai jos.

Tabelul 1.5.6

B Call [Cca2 [Cl Jcat [Cy e

E, |1 0 1 2 1 -1
E, |2 -1 o 1 0 1
E, |-1 |2 3 0 -1 |o
E, |0 5 10 |3 2 |o
B Cal [CaZ [ C Taat [cy | eyt
Ci |1 0 1 2 1 -1
E, |0 1 |2 [3 |2 |3
E; |0 2 4 2 0 -1
E, |0 5 10 |3 2 |o
B Gl [ Cl [l et ey |cat
Ci |1 0 1 2 1 -1

clo |1 |2 |3 |2 |3
E; |0 0 0 4 |4 |5

E, |0 0 0 12 [-12 |15
B |[Ci |Gl Gl [ClF|Cd [
Cia |1 0 1 0 -1 |32

CJa o 1 2 0 -1 3/4

cllo 0 0 1 1 -5/4
E, |0 0 0 0 0 0
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Conform celor spuse mai sus, rangul matricei este egal cu 3
deoarece doar trei dintre vectorii Cy' | i ef{l, 2, 3,4, 5,6} au intrat in
componenta unei baze. Maximalitatea acestui numar este asigurata de
Corolarul 1.3.1. Intr-adevar, vectorii CAI, CAZ, CA4 vor constitui o baza
pentru spatiul generat (se va vedea sectiunea 1.7 a acestui capitol) de
vectorii CAi , 1 €{1, 2, 3,4, 5, 6} siorice alta subfamilie formata din mai

mult de 3 vectori va fi liniar dependenta.
4. Rezolvarea sistemelor liniare.

Consideram un sistem liniar de forma Ax = b, unde A este o
. e . * .
matrice cu n linii §i m coloane, n, m € N, cu elemente numere reale iar x

si b sunt matrice coloand cu m §i respectiv n elemente. Notdm cu A
matricea extinsd asociata sistemului (este matricea A la care se adauga
coloana b a termenilor liberi). Se cunosc urmatoarele rezultate:
1. Dacd rang A =rang A =, r atunci sistemul este compatibil.
la) Daca r = m (m este numarul de necunoscute) atunci sistemul
este compatibil determinat (solutia exista si este unica).
1b) Daca r < m atunci sistemul este compatibil nedeterminat
(sistemul are o infinitate de solutii).

2. Daca rang A # rang A atunci sistemul este incompatibil.

Pentru a determina in care din situatiile de mai sus ne aflam putem
aplica Lema substitutiei. Astfel,
a) faptul cd sistemul este incompatibil sau compatibil determinat

sau nu (situatiile 1 si 2 de mai sus) se poate stabili folosind metoda
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prezentata 1n paragraful precedent pentru determinarea rangului matricei
asociate sistemului §i respectiv matricei extinse.

b) daca sistemul este compatibil determinat, este usor de vazut ca
x' reprezinti coordonatele vectorului b’ in baza formatd din vectorii
asociati coloanelor matricei A si deci putem aplica Lema substitutiei
pentru determinarea acestora.

c) daca sistemul este compatibil nedeterminat, cu variabilele
secundare Xy, ..., Xy, $1 ecuatiile principale corespunzatoare liniilor 1, 2,
..., k ale matricei A (ordinea aceasta fiind obtinutd in urma unei eventuale

renumerotari), atunci obtinem sistemul

b —a, X~ ma X
a, ... a,\[x,

(1.5.2) VRV | B ' =m0t B

a, ... ay J\x, b
K T Qg X T T & Xy

Pentru a determina variabilele principale in functie de cele

secundare se poate proceda ca in cazul b) prezentat mai sus.

Exemplul 1.5.4 Sa se rezolve sistemul scris sub forma matriciala

Ax = b, unde A este matricea de la Exemplul 1.5.3, xl = (X1, X2, X3, X4 X5,
xs)sib" =(1,-2,3,0).

In primul rand, studiem existenta solutiilor. Am stabilit deja in
exemplul precedent ca rangul matricei A este 3. Trebuie sa calculam §i
rangul matricei extinse.

Tabelul 1.5.7

B Gl [Cl ] Jceat ey [Cal® |b

E, |1 0 1 2 1 11

E, |2 -1 1 0 1 2
E; |-1 |2 3 0 -1 o 3

E, |0 5 10 |3 2 o
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B Callccldlaa ey [cs b

cal |1 0 1 2 1 -1 1
E, |0 1 |2 |3 [2 |3 -4
E; |0 2 4 2 0 -1 |4
E, |0 5 10 |3 2 |o 0
B Chll [C [Cl [ [C [Ca® [
Ci 1 0 1 2 1 -1 1
Cs |0 1 2 3 2 3 |4

E;, |0 |0 |0 [4 |4 |5 |4

E. |0 0 0 12 [ -12 |15 |20
B Chll [C [Cl [ C [cCa® [o
Ci 1 0 1 0 -1 32 |-1
Cis |0 1 2 0 -1 34 |1
cllo 0 0 1 1 54 |1
E. |0 0 0 0 0 0 -8

Din tabelul de mai sus se deduce ca vectorul b poate fi introdus in

baza in locul vectorului E,, deci rangul matricei extinse este 4. Deoarece

rang A # rang A rezulta ca sistemul este incompatibil.

Exemplul 1.5.5 Sa se rezolve sistemul de la Exemplul 1.5.4 in cazul in
care b’ = (1, -2, 3, 8). Aplicam Lema substitutiei §i obtinem:

Tabelul 1.5.8

B Chll [CA [Cl [ TGy [Ca® I
E, |1 0 1 2 1 -1 1
E, |2 -1 0 1 0 1 2
E; |-1 |2 3 0 -1 |o 3
E. |0 5 10 |3 2 |o 8
B Chll [C [Cl [t cy [Cal |o
CAi 1 0 1 2 1 -1 1
E, |0 1 [2 |3 |2 |3 -4
E; |0 2 4 2 0 -1 |4
E. |0 5 10 |3 2 |o 8
B Cal [C [Ch (G [CY [CA® [
CAi 1 0 1 2 1 -1 1
Cis |0 1 2 3 2 3 |4
E; |0 0 0 4 |4 5 -4
E. |0 0 0 12 [-12 |15 [-12
B Cal [C [Ch (G [CY [CA® [
Ci |1 0 1 0 -1 32 [ -1
Cis |0 1 2 0 -1 34 |1
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ctlo o Jo 1 1 J-54]1
E. [0 [o o [o Jo Jo o

In aceasta situatie este clar cd rangul matricei sistemului este egal
cu rangul matricei extinse, deoarece coordonata vectorului b
corespunzatoare vectorului E,; ( in ultima baza) este 0 si acesta nu va
putea intra in locul lui E, intr-o noua baza. Deci sistemul este compatibil
determinat.

Sistemul a carui matrice (respectiv matrice extinsa) poate fi citita
in primele 6 (respectiv 7) coloane §i ultimele 4 linii ale tabelului de mai
sus va fi echivalent cu sistemul de la inceput, deoarece este obtinut numai
prin transformari elementare (inmultiri ale unei ecuatii cu un scalar
nenul §i adunarea acesteia cu o alta ecuatie a sistemului).

In acest sistem, necunoscutele principale vor fi x;, x; x4 iar
ecuatiile principale vor fi ec 1, ec 2 §i ec 3.

Folosind relatia (1.5.2) corespunzatoare noului sistem rezultat din

tabelul de mai sus avem:

Tabelul 1.5.9

B Cihllca et o
Ci |1 0 0 -1-X3+X5-3/2X¢
Ca |0 1 0 1-2X3+xX5-3/4%4
G |o 0 1 1-Xs,5/4%g

Din ultimul tabel obtinem x; = -1- x3+ x5 - 3/2xg, x; = I - 2x3 + X5 -
3/dxs, x4 = 1 - x5 + 5/4x6, X3, X5, X6 € R. Acestea sunt solutiile sistemului

discutat.
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4. Completarea unui familii de vectori liniar independenti din R" la o
baza. Este usor de vazut ca aplicarea de una sau mai multe ori a Lemei

substitutiei reprezintd o alta demonstratie a Teoremei 1.3.3 (exercitiu).

Exemplul 1.5.6 Se considera familia de vectori din RS F= {vi=(1,1, 1,
2,2,2),v,=(0,2,1,3,2,1),vi=(1,0,-1,0, 1, -1)}. Sa se verifice daca
aceasta este liniar independenta si in caz afirmativ sa se completeze la o
bazd din R’.

Vom aplica Lema substitutiei pentru a inlocui pe rdand vectorii
bazei canonice din R® cu vectorii familiei F.

Daca toti vectorii familiei F vor intra in componenta unei baze
atunci F este familie liniar independenta iar baza respectiva va constitui

o solutie a problemei.

Tabelul 1.5.10

a) B Vi v, V3 b) B \7 \2 V3
E; 1 0 1 Vi 1 0 1
E, 1 2 0 E, 0 2 -1
E; 1 1 -1 E; 0 1 -2
E,4 2 3 0 E, 0 3 -2
E;s 2 2 1 E;s 0 2 -1
E¢ 2 1 -1 E¢ 0 1 -3

c) B A Vs V3 ) B \ Vs V3
A 1 0 1 A 1 0 0
E, 0 0 -1 E, 0 0 0
Vs 0 1 -2 Vs 0 1 0
E,4 0 0 4 E, 0 0 0
Es 0 0 3 Es 0 0 0
E¢ 0 0 -1 V3 0 0 1

Din tabelul de mai sus rezulta ca familia F este liniar independenta
iar B= {v;, v,, v3, E>, E,, Es} este baza cautata.

38



Algebra liniara, geometrie analitica si diferentiala

1.6 Subspatii vectoriale

Fie V un spatiu vectorial peste corpul K. In cele ce urmeaza vom
introduce doua definitii echivalente pentru notiunea de subspatiu vectorial

al spatiului V.

Definitia 1.6.1 Se numeste subspatiu vectorial al spatiului vectorial V
orice submultime V; a acestuia, care Impreund cu
operatiile de adunare a vectorilor si respectiv de inmultire
a vectorilor cu scalari, definite pe V, capata o structura de

spatiu vectorial peste corpul K.

Definitia 1.6.2 O submultime nevida V; a lui V este un subspatiu

vectorial daca sunt indeplinite conditiile:
1) x+y €V, oricarearfix,y €V,

2) ax €V, oricare ar fi x €V, si aek.

Teorema 1.6.1 Definitiile de mai sus sunt echivalente.

Demonstratie. Faptul ca o submultime a lui V, care este subspatiu
vectorial Tn sensul Definitiei 1.6.1, este subspatiu vectorial si Tn sensul
Definitiei 1.6.2 rezultd imediat (demonstratia este ldsatd ca exercitiu
cititorului). Vom demonstra doar afirmatia reciproca.

Presupunem ca submultimea nevida V, este subspatiu vectorial al
spatiului vectorial V 1n sensul Definitiei 1.6.2. Pentru a demonstra ca este
subspatiu vectorial in sensul Definitiei 1.6.1, vom verifica axiomele din
Definitia 1.1.3. Din conditiile 1) si 2) ale Definitiei 1.6.2 rezultd ca cele
doud operatii ale spatiului vectorial V sunt bine definite pe V.

Proprietatile de asociativitate si comutativitate a adundrii sunt adevarate,
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deoarece au loc 1n V, deci si in V| < V. Faptul ca orice x € V, are un
opus tot in V, rezulta din conditia 2) Tn care ludm o = -1 si din Observatia
1.1.2. Aplicand din nou conditia 2) deducem ca 0O, elementul neutru la
adunare din V, apartine si lui Vy, caci 0 = 0x € V; oricare ar fi x € V4, deci
0 este element neutru si pentru operatia de adunare a vectorilor din V.

In concluzie, V, este grup abelian cu operatia de adunare a
vectorilor. Axiomele a) - d) din Definitia 1.1.3 sunt verificate Tn mod
evident (sunt consecinte ale conditiei 2) si ale ipotezei ca V este spatiu

vectorial). Deci V| este subspatiu vectorial in sensul Definitiei 1.6.1.

Exemplul 1.6.1 Submultimea V; = {(x;, x5, x3, 0), x; e R, i = 1, 2, 3} a lui
R’ impreund cu operatiile cu operatiile de adunare a vectorilor i
inmultire a acestora cu scalari, mostenite de pe R’, este un subspatiu
vectorial al lui R’.

Intr-adevar, daca x = (X3, X2, X3, 0) Si 'y = (y;, V2, y3, 0) sunt doi
vectori din Vyatunci x +y = (x; + y;, X2 + Y2, X3+ y3, 0) €V, iar ax = («
X, & X3 x3 0) €V, oricare ar fi @ € K. Atunci, conform Definitiei

1.6.2, V, este subspatiu vectorial al lui R,

Exemplul 1.6. 2 Fie V un K spatiu vectorial. Intrregul spatiu vectorial V,
precum §i multimea formata numai din vectorul nul din V sunt subspatii
vectoriale ale lui V. Ele se numesc subspatii improprii. Celelalte subspatii

ale lui V se numesc subspatii proprii.

Observatia 1.6.1 Fie V; un subspatiu propriu al spatiului vectorial finit

dimensional V. Avem dimgV,; < dimgV.
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Intr-adevir, deoarece orice bazi a lui V, este sistem liniar independent in
V, aplicdm Teorema 1.3.2 si rezultd concluzia. Dacd dimensiunile celor
doua spatii vectoriale sunt egale, adicd dimgV; = dimgV, atunci este clar
V, =V i V| nu mai este spatiu propriu.

Fie acum G o submultime nevida a spatiului vectorial V. Vom nota

G submultimea tuturor combinatiilor liniare formate cu vectori din G.

Este clar ci G c V.

Teorema 1.6.2 Multimea G, impreuna cu operatiile definite pe V este un

suspatiu vectorial al acestuia.

Demonstratie. Fie x, y € G. Fiecare dintre cei doi vectori este o
combinatie liniara de vectori din G, deci s1 suma lor va fi tot o combinatie
liniard de vectori din G. Analog se deduce ca ax, o €K este din G.
Folosind Definitia 1.6.2, rezulta concluzia.

Subspatiul G definit mai sus se numeste subspatiul generat de G

sau inchiderea liniara a lui G sau inca, acoperirea liniara a lui G.

Exemplul 1.6.3 Fie G = {x; = (1, 2, -1,0), x, = (0, -1, 2, 5), x; = (1, 0, 3,
10), x; = (2, 1, 0, 3), xs=(1, 0, -1, -2), x5 = (-1, 1, 0, 0)} c R*. Sa se
determine o baza a subspatiului generat de G.

Conform definitiei avem G = [Ox; + Cxy + X3+ Qx4+ Os5Xs
+ Osxs, O €R, i €{1,...,6} }. Este clar ca {x,, x,,..., X5} este un sistem de
generatori pentru G. Din Exemplul 1.5.3, stim ca rangul matricei care
are drept coloane componentele vectorilor x;, x,,..., X este egal cu 3. De
aici deducem ca doar trei dintre acesti vectori sunt liniar independenti,
restul fiind combinatii liniare ale acestor trei vectori. Folosind Propozitia

1.2.1 si rezultatele obtinute in exercitiul amintit mai sus, rezulta ca x;, x,,
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x4 sunt liniar independenti. Deci B = {x; x; x4} este §i sistem de

generatori pentru G si, de aici, pentru G. Astfel, B este o baza pentru G.

Exemplul 1.6.4 Fie V spatiul vectorial real definit in Exemplul 1.1.3.
Submultimea V, formatd din totalitatea functiilor fe C%([a, b]) care sunt
pare este un subspatiu vectorial al lui V. De asemenea multimea
functiilor fe C’([a, b]), impare este un subspatiu vectorial al lui

V.(Demonstratia afirmatiilor de mai sus sunt lasate in seama cititorului.)

Teorema 1.6.3 Multimea vectorilor xeV ale caror coordonate satisfac
un sistem liniar si omogen de n ecuatii cu m necunoscute
si rangul matricei sistemului egal cu r este un subspatiu

vectorial de dimensiune m - .

Demonstratie. Fie V|, multimea vectorilor xe V ale caror coordonate (§;,
€y ..., En), Intr-o baza B = {uy, u,...,u,,} a spatiului V, satisfac sistemul

omogen de mai jos:

a“él + 312&_,2 + ...+ almém =0

(161) aﬂﬁl + ai2§2 + ...+ aimﬁm =0

am& +ap&y + ...+ anEn =0

Este usor de vazut ca daca y = mMju; + MU, +...+ Nyl este un alt
vector din Vi, atunci (§; + My, & + M2, ..., Em + Nw) €ste tot o solutie a
sistemului (1.6.1). Deci x + y e V,.

Analog se aratd ca oxeV,, oricare ar fi aeK si V; este un
subspatiu vectorial, conform Definitiei 1.6.2.

Consideram matricea A=(a;); = 1.n, j = 1..m @ Sistemului. Presupunem
ca (eventual in urma unei renumerotari) un minor nenul de ordinul  ce da
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rangul matricei A se afld la intersectia primelor r linii si r coloane ale
acesteia. Atunci &, ..., & sunt variabile principale iar restul vor fi

secundare. Sistemul din care eliminam ecuatiile secundare se scrie

au&l + 312&;2 + ..+ alr&r =- alr+1E_>r+1 T almém
ail&l + am&z + ...t air&r =- air+1E_>r+1 e aimﬁm
a-rlE_yl + arZE_Q + ...+ arrgr =- arr+1E_>r+1 el arm§m~

Fiind un sistem compatibil determinat in necunoscutele &, ..., &, se
vadetermina §; = by &y +...4 by -8 = bit&rer +.. 4 b s &
= b &1 +...+ by En. Atunci vectorul x se scrie

X = (b1 &g+t by + .o+ (01Ey +. .o+ b U +... +( by &y
+ooot b Sy + &y Uy o+ i,
Avem X =&y (b up + oo+ byt +o o+ by U + Upy) + oo+ Ey(byyup + L+
byt 4. by Uy + U)ot En(Dimr Up + oo Dyl o Dy Uy + Uyy).

Notam Vj = blj u + ...+ bijui +...+ brj Up + Uy, _] =1,..., mr SI
observam cd S ={vj, j = 1,..., m-r} este un sistem de generatori pentru V.

Pentru a termina demonstratia este suficient sa aratam ca S este
sistem liniar independent. Fie ov; + ...+04vj +... +0p Vi = 0 0O
combinatie nula formata cu vectorii multimii S. Avem

o(byyur + ...+ byu+...+ by u +ug) +.. .+
oi(bjju; + ...+ bju +...+ bju +u) + .+
Or(D1mr U + oo by U5 +. . o4+ by U + uy) = 0.
Rearanjand termenii obtinem
(ouby + ...+ by +.. o+ Oy DUy +..+

((xlbil + ...+ (ijij +.. .+(Xm_rbim_r)ui +...+
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(0libyy + ...+ by +. . Ay D U +. L+ CU g+ O+ Ol Uy = 0.
Tinand cont de faptul ca B este, in particular, sistem liniar independent,
deducemcao; =0 =... = Oy, =0.

De aici rezultd ca S este sistem liniar independent si fiind si sistem
de generatori pentru V, este baza. Dimensiunea subspatiului vectorial V;

este egald cu numarul vectorilor din S, adicd cu m - r.

Definitia 1.6.3 Fie V un spatiu vectorial de dimensiune n si V; un
subspatiu al sau de dimensiune m < ngsixg € V, xo £ V,
fixat. Multimea vectorilor de forma x = xy + z, ze€V; se

numeste varietate liniara.

Se observa ca o varietate liniard nu este un subspatiu vectorial

deoarece nu contine vectorul nul al spatiului.

1.7 Intersectii si sume de subspatii vectoriale

Fie V; si V, doua subspatii vectoriale ale aceluiasi K - spatiu vectorial V.

Definitia 1.7.1 Intersectia subspatiilor V, §i V, este multimea I formata

din vectorii comuni celor doua subspatii:

x€l daca si numai daca xeV; §i x€V,.

Definitia 1.7.2 Suma subspatiilor V, si V, este multimea S a vectorilor de
forma x = x; + x5, x; €V}, x, € Vy, adica
S={xeV,x=x;+ x5, x; €V}, x, € V).

Facem observatia ca pentru intersectia, respectiv suma subspatiilor

vectoriale V; si V; se mai foloseste si notatia V; N V,, respectiv V, + V,.
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Teorema 1.7.1 Daca V, si V, sunt doua subspatii vectoriale ale aceluiagi

K -spatiu vectorial V, atunci intersectia acestora, V; NV,

si suma lor, V; + V,, sunt subspatii vectoriale ale lui V.
Demonstratie. Pentru inceput demonstrdm ca intersectia V; N V, este
subspatiu vectorial. Fie x, y € V; N V, si a €K. Atunci, conform
Definitiei 1.7.1,x, ye Vy siX,yeV,. Decix+yeV,x+yeV,, ox eV,
si ox € V,. De aici rezulta ca x + y, ax € V; N V,. Aplicam Definitia
1.6.2 si deducem ca V| N V; este subspatiu vectorial al lui V.

Acum vom demonstra cd V; + V, este subspatiu vectorial. Fie x, y
€ V; + V, si ae K. Din Definitia 1.7.2 rezulta ca existd x;, y; € V; si Xy,
y2 € V, astfel incat X =Xy + x; sl respectivy =y + ya.

Seobservaca x + y=X; +Xo+ Yy + Y2=X; + y| + X3 + ¥o, §i cum X,
+ y; € Vyiar x, + y, €V, (Vy 51V, fiind subspatii vectoriale), deducem
cax+ye Vi +V,

Mai trebuie sa aratam ca ax € V; + V, si demonstratia este
incheiatd. Avem ox = oi( X; + X;) = 0X; + 0X,, conform axiomei d) din
definitia spatiului vectorial. Deoarece ox; € V; iar ax, € V,, este clar ca

ox e V;+ V,.

Observatia 1.7.1 Daca V, + V, este suma subspatiilor vectoriale V; si V,
atunci se poate spune ca V; + V, este "cel mai mic subspatiu” care le
contine. Altfel spus, daca S; este un alt subspatiu al spatiului V astfel
incat Vy c Sy, V, Sy, atunci V| + V,  S;. Pe de alta parte subspatiul
intersectie este "cel mai mare " subspatiu inclus in cele doud subspatii in

sensul ca daca I; este un alt subspatiu astfel incat I, ¢ V; s1 I} € V,
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atunci I; < V; m V,. Intre subspatiile suma si intersectie exista

urmatoarea relatie: Vi, "'V, C V| + V,.

Observatia 1.7.2 Notiunea de sumd a subspatiilor vectoriale se poate
extinde la un numar »n de subspatii V,, V, ..., V, ale spatiului vectorial V
astfel: "Submultimea S (notata si V|, + V, + ... + V) a lui V, definita
prin S = {xeV, existd x; € V;, 1 = 1,...,n astfel incat x = x; + Xo + ... +
Xn}, s€ numeste suma subspatiilor V;, V, ..., V.." In acelasi mod ca si in

cazul n = 2 se poate demonstra ca S este un subspatiu vectorial al lui V.

Observatia 1.7.3 Scrierea unui vector x € V; + V, ca o suma de doi
vectori, unul din V; si altul din V, nu este neaparat unica. De exemplu,
daca V|, N V, # (0), atunci existd ye V; N V,, y # 0. Daca x = x; + X,
atunci ludmy, =x;-y€ Vi1 y2=X,-y € V,siobservamca x =y +
ya. In mod clar Y1 # X1, Y2 # X §1 astfel am obtinut doud scrieri diferite ale

lui X ca suma de doi vectori, unul din V; si altul din V,.

Definitia 1.7.3 Spunem ca suma S a subspatiilor vectoriale V, §i V, este
directa daca si numai daca orice vector x € S se scrie in
mod unic ca o suma de doi vectori unul din V; si unul din

V. In acest caz vom nota S = V, @V,

Observatia 1.7.4 Ca si in Observatia 1.7.2, definitia de mai sus poate fi
extinsd la cazul a n subspatii vectoriale: "Spunem cd suma S a
subspatiilor vectoriale Vi, V,,..., V, este directda daca si numai daca orice
vector X € S se scrie Tn mod unic ca o suma de vectori din Vi, 1= 1,...,n.
Vom folosi notatiaS=V, @V, ®..®& V"
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Teorema de mai jos furnizeaza conditii necesare si sufieciente

pentru ca suma a doud subspatii vectoriale sa fie directa.

Teorema 1.7.2 Fie V, i V, doua subspatii vectoriale ale spatiului V.

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1)S=V, @V,

2)1=(0).
Demonstratie. " 1) = 2)". Presupunem prin absurd ca I # (0). Folosind
rationamentul din Observatia 1.7.3, rezulta ca scrierea lui x ca o suma de
doi vectori, unul din V; si altul din V, nu este unica, ceea ce contrazice
ipoteza. Deci presupunerea facuta este falsa si I = (0).
"2)=> 1)"Fiexe Sst X=X +Xo=Yy1 +Y¥2 X;, Y1 € V, X3, Y€ V,
doua scrieri ale lui x ca suma de doi vectori, unul din V; si altul din V..
Observam ca x; - y; = y» - X, =y si, folosind proprietatile subspatiilor
vectoriale V; s1 V, , rezultd ca ye V; si ye V,. Deci y € 1 = (0). In
consecinta, X; = y;, X, = y», adica scrierea lui x ca suma de doi vectori,
unul din V; si altul din V, este unica. Din Definitia 1.7.3 rezulta

concluzia.

Teorema 1.7.3 Daca B, = {u;, uy,...,u,}, respectiv B, = {v;, vy,...,Wi},
sunt baze in subspatiile V; , respectiv V,, iar V;nV, = (0)
atunci B; UB; este o bazain V; @ V,.

Demonstratie. Este usor de vazut ca, in general, daca G;, G, sunt sisteme

de generatori pentru V; si V, atunci G; U G, este sistem de generatori

pentru V; + V,. De aici se deduce ca intr-adevar B, U B, este sistem de

generatori pentru V; @ V,.
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Pentru a termina demonstratia este suficient sa aratam ca B; U B,
este sistem liniar independent. Dacd ou; + Ou; + ...+ Ou, + Brvy + Bava
+...+ Bxvi = 0 este 0 combinatie nuld formata cu vectorii familiei B; U B,
atunci 04Uy + Oy + ...+ O, =- Byvy - Bava -...- By € Vi NV, = (0).

De aici obtinem

U + Oy + ...+ Opu, =0,
Bivi + Bovay +...4+ Puvic = 0 si,
tindnd cont ca B; si B, sunt in particular sisteme liniar independente,

rezultd o) = 0, =...= O, = B; = B> =...= Px= 0. Am obtinut concluzia.

Teorema 1.7.4 Daca V; este un subspatiu vectorial al K-spatiului
vectorial V, atunci exista in V un subspatiu vectorial V,
astfel incait V. = V; @ V,. V, se va numi subspatiul
complementar al lui V; in V sau complementul algebric al
i 'v,.

Demonstratie. Fie B; = {u, u,...,u,} o bazd in V,. Deoarece B, este

familie liniar independenta in V, atunci ea poate fi extinsa la o baza in V

(vezi Teorema 1.3.3). Fie acum B = { uy, uy, ...,u, ,vy, Vo, ..., Vi} 0 baza

in V, p + k = n, si fie V, subspatiul vectorial generat de familia { vy, v,

..., Vx}. Vom demonstra ca V, este un subspatiu care satisface cerintele

din teorema.

Din modul de constructie al lui V,, rezultd imediat ca V =V, + V,.

Mai trebuie sa aratam ca suma este directd. Fie y € V| NV,. Atunci exista

Oy, Oy, ..., O $i B1, B2, ..., Px scalari din K astfel incat y = aju+ oLu, +

et OU, = Brvy + Bova +...+ Pyvk. De aici obtinem oyu; + OLu, + ...+

Uy - BIVI - Bsz- - Bka=0$i 0 =0 =...=0p = Bl = Bz =...= Bk= 0,
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caci B este baza (in particular, sistem liniar independent). Deci y = 0, de
unde V| NV, = (0). Conform Teoremei 1.7.2, suma subspatiilor V; si V,

este directa.

Observatia 1.7.5 Subspatiul complementar nu este unic determinat
deoarece, conform demonstratiei de mai sus, completarea unei baze din
V, la o bazd in V se poate realiza intr-o infinitate de moduri. Insi
dimensiunea subspatiul complementar este unic determinata, fiind egala

cu diferenta dintre dimensiunea spatiului V si cea a subspatiului V.

Teorema 1.7.5 (Grassmann) Fie V un spatiu vectorial peste corpul K si
V1, Vo doua subspatii ale sale. Atunci
dimg(V; +V3) + dimg(V; N'Vy) =dimg V) + dim g V..
Demonstratie. Fie By = {u, uy,...,u,} o baza in I = V| N V,. Deoarece 1
c V;si I € V,, vom extinde aceastd baza, conform Teoremei 1.3.3, la
cite o bazd in V, si respectiv V,, obtindnd bazele B, = {uy, uy,...,u,, .4,
fpi2,. . fpur } s1TESPECtV By = { Uy, Us,.., Up, Vprt, Vpi2s. oo, Vpak)-
Vom arata ca B = {uy, w,...,up, for1, Toune e fpir, Vprts Vpaose o Vpak |}
este o baza in V; + V,. Rationand ca in demonstratia Teoremei 1.7.3,
rezultd ca B este un sistem de generatori pentru V; + V,. Trebuie sa mai
aratam ca B este sistem liniar independent. Facem o combinatie liniara

nula cu vectorii familiei B si cu scalari din K. Avem

(1.7.1)  oquy + 0tp + ..ot Oy + B1Vpsr + BaVpsz +.. o4 BiVpek +
'Ylf +1 + 'Ygf N SR 'er i = 0.
p p p

Deci oyu; + 0hus + ...+ opuy, + BIVPH + Bsz+2 +...+ BkVp+k =
- Ylfp+1 - ’Ypr+2 Teee” erp+r Znot Z € Vl M VZ-
De aici si din faptul ca By este baza in V| N V, rezulta ca z se scrie

in mod unic ca o combinatie de vectori ai familiei By,
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Deci exista scalarii §;, i = 1,...,p astfel incat z = u; + Goup + ...+
Coup. Din ultimele doua relatii, rezulta ca Gu; + Goup + ...+ Cup, = oquy +
Oy + ...t Oy + Brvpsr + Pavpso +. . +BkVpak.

Deoarece vectorul z € V, are coordonate unice in baza B,,
deducemca B, =P, =... =B =0si oy =, oricare ar fii = 1,.., p.

Inlocuind valorile Bi, i =1,....k gasite mai sus in relatia (1.7.1) si
tinand cont de faptul ca B; este sistem liniar independent, deducem ca o;
=0,1i=1,...,pst v, =0,1=1,..., r. Astfel am demonstrat cd toti
coeficientii din relatia (1.7.1) sunt nuli, deci B este sistem liniar

independent. Demonstratia a fost incheiata.

Exemplul 1.7.1 Se considerd subspatiile V, si V, ale spatiului R’
generate de familiile de vectori G; = {x; = (1,0, 1, 3, 2), x, = (-1, 2, 0, 1,
0)} si respectiv G, = {y; = (0,0, 1, -1, 1), y, = (-1, 0, 0, 1, 0), y; = (1, 2,
0, 1, 1)}. Sa se gaseasca cdte o baza pentru spatiile suma §i respectiv
intersectie, daca aceste sunt nenule.

In ceea ce priveste spatiul suma, V; + V,, stim ca acesta este
generatde G; UGy, deci V; + Vo= {xeV,x=ayx; + aox: + By, + Bboy>
+By 0, BeR i=12j=12 3]

Pentru a gasi o baza este suficient sa determinam o subfamilie
maximala de vectori liniar independenti a lui G; U G,, asa cum rezulta
din demonstratia Teoremei 1.3.1. Aplicand succesiv Lema substitutiei,
vom inlocui vectorii din baza canonica cu vectori ai familiei G; U G, atat
timp cdt este posibil, adica atdt timp cdt exista vectori din G; U G, care
nu au intrat inca in componenta bazei, §i care au coordonate nenule in

liniile corespunzatoare vectorilor din baza canonica, ce nu au fost inca
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eliminati. Daca aceasta conditie nu mai este satisfacuta, atunci este clar
ca vectorii din G; U G, care nu au intrat in componenta bazei sunt
combinatii liniare de vectorii din G; U G, care au intrat. Deci acei
vectori intrati in baza sunt sistem de generatori pentru G; U Gy; fiind §i

sistem liniar independent, formeaza o baza pentru V; + V..

Tabelul 1.7.1

B Xj X2 |y Y2 | Y3 B X1 X2 |%n Y2 |Y3
E, |1 -1 {0 -1 1 X 1 0 1 0 0
E, |0 2 0 0 2 E, |0 0 2 2010
E; |1 0 1 0 0 X, |0 1 0 1 0
E, |3 1 1 |1 1 E., [0 |0 - 0 |o
Es |2 0 1 0 1 y3 |0 0 -1 |0 1
B X1 X2 | Y2 |¥s B X1 X2 W Y2 | Y3
X, 1 -1 0 -1 1 X; 1 0 0 0 0
E, |0 2 0 0 2 E, |0 0 0 2 |0
E; |0 1 1 1 -1 X2 |0 1 0 1 0
E, |0 4 -1 |4 2 vi |0 0 1 0 0
Es |0 2 1 2 -1 y3 |0 0 0 0 1
B X1 X2 | Y2 |¥s B X1 X2 | Y2 | Y3
X 1 0 1 0 0 X 1 0 0 0 0
E, |0 0 2 |2 |4 y, |0 0 0 1 0
X5 0 1 1 1 -1 Xy 0 1 0 0 0
E, |0 0 S5 10 2 yi |0 0 1 0 0
Es |0 0 -1 |0 1 y3 |0 0 0 0 1

Analizand tabelul de mai sus, rezulta ca G; U G, formeaza o baza,
deci subspatiul V; + V, are dimensiunea 5. Din Observatia 1.6.1,
deducem ca V; + V, coincide cu R’. Tot din tabelul de mai sus deducem
ca G, si G, sunt familii liniar independente, deci sunt baze pentru spatiile
generate V; 5i V,. Astfel dim g V; =2 si dim g V, =3. Aplicdand teorema lui
Grassmann avem dimg (V; NV,) =dimg V; + dimg V, - dimg (V; +V5)

=0. Deci V, NV, = (0)
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1.8 Exercitii

1. Fie Kun corp de caracteristica 0 si V = K x K. Sa se verifice daca V
impreuna cu operatiile
(X1, X2) + (Y1, ¥2) = (X1 + y1, X2+ ¥2), (X1, X2), (Y1, y2)€ Kx K
a(xy, Xp) = (0xq, 0), a e K
are o structura de spatiu vectorial peste corpul K.
R: Nu, deoarece nu este verificatd axioma a) din Definitia 1.1.3.( 1(xy, Xx2) = (X1, 0) #

(X1, X2)).

2. Consideram multimea R* impreuni cu operatiile
(X1, X2, X3, X4) + (Y15 Y2, ¥35 Ya) = (X1 + 2y1, Xa+ 2y, X3+ 23, Xa+ 2ya),
oU(X1, Xo, X3, X4) = (X1, 00X, OX3, 0X4), O €R.
Sa se verifice daca aceasta are o structura de spatiu vectorial peste

corpul R.

R: Nu, deoarece operatia "+" nu este comutativa.

3. Fie multimea R* pentru care definim operatiile
(X1, X2) + (y1, ¥2) = (2X; + 2y, 2%+ 2y2), (X1, X2), (y1, ¥2) € R®
(X1, Xp) = (0X, 0Xy), 0L € R.
Si se studieze dacd R” este spatiu vectorial real.

R: Nu, deoarece operatia "+" nu are element neutru.

4. Sa se demonstreze ca multimea matricelor cu n linii si m coloane si
elemente reale, M;,(R), impreuna cu operatiile de adunare a
matricelor §i inmultire a acestora cu numere reale are o structurda de

spatiu vectorial real. Sa se determine o baza a acestui spatiu.
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R: Se verifica axiomele Definitiei 1.1.3. Definim matricele E;j € Myn(R) astfel E;; =

j
0O .. 0 .0
il 0 1 O|. Familia B ={ E;,i=1,...,n,j=1,..m} este o bazd in
0O .. 0 .0
Min(R).

5. Sa se stabileasca daca familiile de vectori de mai jos sunt liniar

independente in spatiile vectoriale corespunzatoare.

I 0 -1 I 0 2 2 01
ayfA=/01 O ,B=|11 1,C=1{1 2 1|} in spatiul
2 1 1 0 1 1 2 2 2

vectorial real M3(R) .

b) {x;=(-1,1,2,3),x=(0,1,2,3), x3=(1,-1,2,3)} in R".

c) {p1=t2+t+1,p2=t+1,p3=2t2+t+l}inspagiulP(t)al
polinoamelor de orice grad, in nedeterminata t si cu coeficienti reali
(vezi Exemplul 1.1.5).

d) {y1=(1,1,0,1), y,=2,0,1+1,3),y3=(4 +1, 0,0, 1)} in spatiul
vectorial complex C".

R: a) Nu. b) Da. ¢) Nu. d) Da.

6. Sa se demonstreze ca multimea numerelor complexe dotatd cu
operatiile de adunare a numerelor complexe si inmultire a numerelor

reale cu numere complexe are o structura de spatiu vectorial real.

Indicatie: Se verifica axiomele din Definitia 1.1.3.

7. Sa se calculeze dim ¢ C si respectiv dimg C.

53



Spatii vectoriale finit dimensionale

R: Se observa ca {1} este o bazd in spatiul vectorial C considerat peste el Tnsusi in
timp ce {1, i} este o baza in spatiul vectorial C considerat peste corpul numerelor

reale. Deci dim¢c C =1 iar dimg C = 2.

8. Sa se demonstreze ca B; = {u; =(1,1,0,0,0),u, =(1,0, 1, 0, 0), us
3,2,1,1,0),us,=(0,0,1, 1, 1), us = (1, 0, 0, 0, 0)} si respectiv B, =
{vi=(1,1,1,0,0),v,=(0,1,0,1,0),v3=(2,0,1,0,2), vy = (1,0, 1,
1,1),vs=(0,1,1, 1, 1)} sunt baze in R’ si sa se determine matricea
de trecere de la baza B, la baza B,. Daca (1, 1, 1, 1, 1) sunt
coordonatele unui vector X in baza B; sa se determine coordonatele

acestuia in baza B,.

R: Fie Ej, E,,...,Es 0 baza canonici in R*. Aplicind Lema substitutiei obtinem:

B u u, us Uy Us A V) V3 V4 Vs
E; 1 1 3 0 1 1 0 2 1 0
E, 1 0 2 0 0 1 1 0 0 1
E; 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1
E, 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1
E;s 0 0 0 1 0 0 0 2 1 1
B u u, us Uy Us A V) V3 V4 Vs
0 1 1 3 0 1 1 0 2 1 0
E, 0 -1 -1 0 -1 0 1 -2 -1 1
E; 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1
E, 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1
E;s 1 0 0 1 0 0 0 2 1 1
B u u, us Uy Us A V) V3 V4 Vs
0 1 0 2 -1 1 0 0 1 0 -1
E, 0 0 0 1 -1 1 1 -1 0 2
u 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1
E, 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1
E;s 1 0 0 1 0 0 0 2 1 1
B u u, us Uy Us A V) V3 V4 Vs
0 1 0 0 -3 1 0 -2 1 -2 -3
E, 0 0 0 1 -1 1 1 -1 0 2
u, 0 1 0 0 0 1 -1 1 0 0
U3 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1
E;s 0 0 0 1 0 0 0 2 1 1
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B u u, us Uy Us A V) V3 V4 Vs
u; 1 0 0 0 1 0 -2 7 1 0
E, 0 0 0 0 -1 1 1 -3 -1 1
u, 0 1 0 0 0 1 -1 1 0 0
U3 0 0 1 0 0 0 1 -2 0 0
uy 0 0 0 1 0 0 0 2 1 1
B u u, us Uy Us A V) V3 Vy Vs
u; 1 0 0 0 0 1 -1 0 1
Us 0 0 0 0 1 -1 -1 3 1 -1
u, 0 1 0 0 0 1 -1 0 0
U3 0 0 1 0 0 0 1 -2 0 0
uy 0 0 0 1 0 0 0 2 1 1

1 1 0 0 -1

-1 -1 1 0 -1
Matricea de trecereeste A= 4 1 -2 2 3
0O 0 0 1 1

1 0 0 1 -1

Coordonatele vectorului x Tn baza B, se determina folosind formula (1.4.2). Avem

& 1/2 3/4 3/2 —1/4 1/4) (1) (&) (11/4
£ 1 -2 2 =12 w2 ||1] |&] | 52
E =l 172 —1/4 1/2 -4 14 ||1].]&|=] 3/4
E L | =1/2 374 1/2 3/4 14 | |1 | & | 7/4
E) =172 =174 =372 3/4 -3/4) 1) &) (-9/4

9. Sa se determine subspatiile generate de urmatoarele familii de vectori.
Sa se gaseasca cite o baza in aceste subspatii si sd se precizeze

dimensiunea lor.

a) Gi={p=t+t+1,p=t+1,p;=t} CP(1),

(0 —1) (1 1} (1 —lj (1 lj
b) G, = {A= , B = , C = , D= }
0 O I 1 -1 1 2 2

M,(R)
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¢) Gs={x;=(1,-1,2,3),x,=(0, 1, 1, 1), x3=(1, 2, -1, 1) , x4, = (2, 2, 2,
4)} cR".

d) Gi={y1=(1,1, 1), y,=(1+1,0, 1), y3= (1,1, 1)} = C’, unde C’ este
considerat spatiu vectorial real.

R: a) Familia G, este liniar independenta, deci este baza pentru spatiul generat G
Avem G = {o® + B+ B+ Pt + B +7, o B, yeR}, iar dimg G | = 3.

b) Se constata ca familia G, este liniar independentd, fiind la rdndul ei bazd pentru

spatiul generat 62. Deoarece dimRaz = 4 = dimg M;(R), deducem ca 62 =
M;(R), conform Observatiei 1.6.1.
¢) Rangul matricei care pe coloane componentele vectorilor din familia Gz este 4.

Atunci rezultd, conform Propozitiei 1.2.1, ca familia G; este liniar independenta

si deci este baza in G 3. Ca si in cazul punctului b) se deduce ca G ;=R%

d) Deoarece relatia oy + By + 7y3 = 0 este echivalenta cu sistemul B =0, o0 + Y= 0,
care are si alte solutii in afara solutiei nule, rezultd cd familia G4 este liniar
dependentd. Se observa ca {yj, y»} este sistem liniar independent si fiind si sistem
de generatori pentru G4 este o baza pentru 64. Deci dimRa4 =2, iar 64 = {ay;

+ Byz, QL [3 ER}.

10. Se considera familia de vectori G, de la exercitiul 9 despre care s-a

demonstrat ca este o bazd a spatiului vectorial real M,(R). Sa se arate

- 1 0 1 2 0 -1
ca familia B = {A; = , B; = ,C = , D =
0 0 31 -1 0

0
(0 J} este de asemenea o bazd pentru M,(R) si sd se determine

matricea de trecere de la G, la B.
R: Deoarece ecuatia vectoriala alA; + BB + YC; + 8D; = 0 admite doar solutia nula o
=B =vy=09 =0, rezultd ca B este un sistem liniar independent in M,(R). Este usor de

vazut ca acesta este si sistem de generatori, deci este o baza pentru M,(R). Elementele

56



Algebra liniara, geometrie analitica si diferentiala

matricei de trecere de la baza G, la baza B sunt solutiile sistemului de ecuatii
vectoriale

A; =mpA + mpB + m3C + my4D

B; =myA + myB + my;C + mysD

C; = m31A + msB + m33C + mszsD

D; = my1A + mysB + my3C + myyD.

Rezolvand sistemul de mai sus obtinem matricea de trecere

1 1 0 0
2 2 -1/2 1/2
0 -1 1/2 1/2}
-1 0 0 0

M = (mjj)ij=1,.4=

11. S& se verifice daca multimile de mai jos sunt subspatii vectoriale si Tn
caz afirmativ sd se determine cate o baza pentru acestea.

a) V= {(x5, X3, x3,0), x;eR,i=1,2,3} cR*

b) Vo={xeR’,x=(x1, X2, X3), X1 + X2 - X3+ 1 =0} c R’

c) V3= {X€R3,X=(X1,X2,X3), X1 +X-X3=0,X;-2X, +x3=0} cR’

d) V4={X€R4,X=(X1,X2,X3,X4),X1+X2—X4=0,X1+X2—X3=0}C
R".

R: a) Da, V; este subspatiu vectorial, deoarece sunt verificate conditiile Definitiei

1.6.2. Daca E; = (1, 0, 0, 0), E, = (0, 1, 0, 0), E3 = (0, 0, 1, 0), E4 = (0, 0, 0, 1) sunt

vectorii bazei canonice in R* atunci este usor de vazut ca {E;, E,, E3} este o baza

pentru V.

b) V, nu este subspatiu vectorial. Intr-adevar daca X, Yy € V, atunci avem X; + Xp - X3 +

1=0,y1+y2-y3+ 1 =0sideaici x; +y;+ X2 + y2 - X3 - y3+ 2 = 0. Se observa ca

daca x + y €V,, atunci avem X; + y; + X, + V2 - X3 - y3+ 1 = 0. Din ultimele doua

relatii deducem cd 2 = 1, ceea ce este absurd. Deci X + y ¢ V; si avand in vedere

Definitia 1.6.2 rezultd concluzia.

¢) Vj este spatiu vectorial, conform Teoremei 1.6.3. Rezolvand sistemul
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X| + X3 -X3=0, x; - 2Xp + X3 =0, deducem ca V3 = {o(1/3, -2/3,1), o € R}. O bazi a
lui V3 este {(1/3, -2/3,1)}, dimensiunea lui fiind egala cu 1.

d) Raspunsul este afirmativ, conform Teoremei 1.6.3. Procedand ca mai sus, deducem
caVy={a(1,0,1, 1)+ (0, 1, 1, 1), a, B €R }. Deoarece familia de vectori { e; = (1,
0,1, 1),e =(,1,1, 1) } este liniar independenta, fiind in acelasi timp sistem de

generatori pentru Vg, rezultd ca aceasta reprezintd o baza pentru V4 iar dimgVy = 2.

12. Fie V; spatiul generat de familia F={ x; =(-1,0, 1,0), x, = (1, 1, 1,
0), x3 = (0, 1, 2, 0)} = R si V, spatiul generat de familia G = { y, =
(1,1,0,0), y,=(1,1,-1,0)} R*. Si se determine subspatiile V; +
V, si respectiv V; N V,, precizind cate o baza pentru acestea precum
si pentru V; si V,.

R: Se cunoaste faptul cd F U G este un sistem de generatori pentru V| + V,. Deoarece

familia {x;, X, y;} este un sistem liniar independent maximal in F U G deducem ca

acesta este sistem de generatori pentru F U G, deci baza V; + V,. Dimensiunea lui V;

+ V, este egald cu 3. In acelasi mod se poate stabili ci {x;, x,} si respectiv {y, y»}

sunt baze pentru V; si respectiv V,, dimensiunile acestor subspatii fiind egale cu 2.

Aplicand teorema lui Grassmann se deduce ca dim g Vi N V, = 1. Pentru a determina

Vi N Vy,, observam ca Vi N V, = {x eR4, existd numerele reale a, b, o, P, 7y astfel

incat ay; + by, = ax; + Bx, + yx3}. Rezolvand ecuatia vectoriala inct ay; + by, =

ox; + Px; + YX3 cu necunoscutele a, b, a, B, v, care este echivalenta cu sistemul
a+b+a-f =0
a+b -P-y=0
-b-a-B-2y =0.
Obtinema =2 +2y,b=B +7, a=2p + 3y, B, YeR. Deci
VinVy={xeR, x=2B+2y) yi + B +7y2 B.yeR } sau
ViNnV,={x eR* x= B +v@3,3,-1,0), B, yeR}. Se observa ca {(3, 3, -1, 0)} este

o baza pentru V; N Vy.
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13. Sa se determine cite un complement algebric pentru fiecare din
subspatiile proprii de la exercitiile 11 si 12.

R: Ex. 11 a) . Am vazut cd {E;, E,, E;} este 0o baza pentru V;. Atunci subspatiul
vectorial generat de E, este un complement algebric al lui V;, conform demonstratiei
Teoremei 1.7.4.
Ex 11 c). Deoarece {e; = (1/3, -2/3,1)} este o baza a spatiului V3 se observa ca {e;, E,
Es}, unde E; = (0, 1, 0), E3 = (0, 0, 1), este o baza pentru R’. Din aceleasi motive ca
cele folosite mai sus, subspatiul generat de {E,, E3} este un complement algebric al
lui Vs.
Ex.11 d). In spatiul V4 avem baza { e; = (1,0, 1, 1), e, = (0, 1, 1, 1) } care poate fi
completatd cu vectorii E3, E4 (vectorii bazei canonice din R4) la o bazi in R*. Deci
subspatiul generat de {Es, E4} este un complement algebric al lui Vs.

Rationand ca mai sus se poate stabili ca un subspatiu algebric complementar al
subspatiului V; R* de la Exercitiul 12 este generat de familia {Es, E4} iar pentru
subspatiul V, de la acelasi exercitiu putem considera subspatiul generat de familia

{E1, E4}.

14.Sa se verifice daca suma perechilor de spatii vectoriale de mai jos este
directa si in caz afirmativ sd se calculeze spatiul suma.

a) Vi={x eR’, x = (X1, X0, X3, X4, X5), X1 + X0 - X4 + X5 =0,

X1 -Xo+2X3-X4=0,X; +X,-X5 =0} s1 Vo, = {(X1, X2, X3, X4, 0), X, R, 1 =

1,2,34} cR’.

b) Vi, ={x eR4, X = (X1, X2, X3, X4), X1 + X2 - 2X3 + X4 =0, X; - Xo + X3 - X4
=0,2x;-x3=0}s1 V, = {x eR* x = (X1, X2, X3, X4), 2X7 - X3 + X4 =0,
X -Xo+ X4 =0}.

R: Pentru a vedea dacd suma este directd este suficient sa calculam V; N V; si sa

aplicam Teorema 1.7.2. a) Se observa ca V, = {x eRS, X = (X1, X2, X3, X4, X5), X5 = 0}
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astfel cd V| N V, este multimea vectorilor x = (X;, X2, X3, X4, X5) din R’ ale caror
coordonate satisfac sistemul
X1+X2-X4+X5=0,X1—X2+2X3—X4=0,X1+X2-X5=0,X5=0.

Acest sistem este compatibil nedeterminat, admitdnd si solutii diferite de
solutia nuld. Deci V| NV, # (0) si suma nu este directa.
b) Ca si in cazul punctului a), V| N V; este multimea vectorilor x = (X;, Xp, X3, X4) din
R* ale caror coordonate satisfac sistemul

X1+X2—2X3+X4=0, X1—X2+X3—X4=0,2X1-X3=0
2X1-X3+X4=0,X1-X2+X4=0.

Acest sistem este compatibil determinat si admite doar solutia nuld. Atunci V,
M V3 = (0) si suma este directd. Deoarece dimensiunile subspatiilor V; si respectiv V;
sunt egale cu 2, deducem aplicind teorema lui Grassmann ca dimg V| @ V, = 4. Deci

VvV, ®V, =R

15. S& se arate ca suma subspatiilor generate de familiile G, = {e, = (2, 3,
1,5),e,=(1,1,5,2),e,=(3,4,6,7)} si G, = {f,=(0,0,0, 1), f, =(1,
2, 3, 1)} este directa si egald cu iIntreg spatiul. Sa se determine
descompunerea vectorului x = (2, 2, 3, 7) in suma de doi vectori, unul
din G, si altul din G .

R: Se demonstreazd ci dimgG | = dimgG | = 2. Deoarece G; U G; este sistem de

generatori pentru G ; + G in care avem sistemul liniar independent {e;, e,, fi, f2},

maximal (cu cel mai mare numar de vectori) putem spune ca B = {ey, e, f], f,} este o
baza pentru G 1+ 52. Deci dimRa 1+ G » = 4. Folosind teorema lui Grassmann

deducem ca dimRa 1N G » =0, deci G 1N G » = (0) si suma este directd. Mai mult

G+ G » are dimensiunea egala cu 4 si rezulta ca G 1+ G )= R,
Vectorul x are coordonatele (1, 1, 1, -1) in baza B si X = e; + e, + f; - f5.
Atunci ludim x; =e;+e,=(3,4,6,7) sixp =1f; - f, = (-1, -2, -3, 0) si X = X; + X, este

descompunerea cautata.
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CAPITOLUL 2

VECTORI LIBERI

2.1 Segment orientat. Vector liber.

Acest capitol este dedicat 1n totalitate studierii unui spatiu vectorial
real particular, anume spatiului vectorilor liberi. Acest spatiu vectorial
este deosebit de util in aboradarea unor probleme variate de geometrie,
fizica i nu numai. Pentru inceput, vom defini o serie de notiuni si
operatii care vor conduce in final la constructia spatiului vectorial al
vectorilor liberi.

Fie E; spatiul geometriei elementare. Elementele acestui spatiu se

numesc puncte.

Definitia 2.1.1 Numim segment orientat orice pereche ordonata (A, B) €

N
E; x E; Vom folosi notatia ABpentru acest segment, a

carui reprezentare grafica este data in Fig. 1.

Punctul A se va numi

originea segmentului orientat iar B

B

eEtremitatea

W
A C=D

orginea originea emtrermtatea

Fig. 1

varful sau extremitatea. Daca
punctele A si B sunt diferite, atunci
acestea determind in mod unic o

dreaptd numita dreapta suport a segmentului orientat.
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Daca C = D atunci convenim sa numim segmentul orientat (C, D)

- -
="' CC =""0 segment orientat nul. Este evident ci un segment orientat

nul nu determina Tn mod unic o dreapta. Deci, in cazul segmentul orientat

N

nul CC, putem spune ca orice dreapta care trece prin punctul C este o

dreapta suport a acestuia.

Definitia 2.1.2 Doua segmente orientate nenule au aceeasi directie daca
dreptele lor suport sunt paralele sau coincid. Orice doua

segmente orientate nule au aceeasi directie.

Un segment orientat nenul determina pe dreapta sa suport un
anumit sens, lucru ce permite introducerea notiunii de acelagi sens pentru

doud segmente orientate cu aceeasi directie.

Definitia 2.1.3 a) Spunem ca doua segmente orientate nenule cu
aceeagsi dreapta suport, au acelasi sens daca sensurile

determinate de ele pe dreapta suport coincid Fig. 2 a).

b) Doua segmente orientate nenule cu aceeasi

directie, dar cu drepte suport diferite, au acelasi sens

daca, in planul determinat de dreptele suport, extremi-

tatile lor sunt in acelasi semiplan determinat de dreapta

care unegte originile segmentelor Fig. 2 b).
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Definitia 2.1.4 Se numeste lungime (norma sau modul) a unui segment
orientat AB, distanta de la punctul A la punctul B. Vom

N
folosi notatia ||AB|| pentru lungimea segmentului orientat
-
AB.

Pana acum am pus in evidenta trei elemente caracteristice ale unui
segment orientat nenul: directia, sensul si lungimea. In mod evident,
acestea nu determina in mod unic un segment orientat, dar impreund cu
originea segmentului fac acest lucru. In cele ce urmeazi se va elimina
acest neajuns prin definirea unor clase unic determinate de cele trei
elemente, clase ce realizeaza "eliberarea de origine".

Fie M multimea tuturor segmentelor orientat nenule. Pe aceasta

multime definim relatia binard p astfel,

S5 o - -
ABpCD < ABsi CD au aceeasi directie,
acelasi sens si aceeasi lungime

Este usor de verificat ca@ aceasta relatie este o relatie de echivalenta,
adicd este reflexivd, simetricd si tranzitivd. In continuare vom denumi
aceasta relatie de echivalenta, relatie de echipolenta.

Relatia de echipolentd poate fi prelungita si la segmentele orientate
nule astfel: oricare doua segmente orientate nule sunt echipolente intre
ele. Noua relatie, consideratd pe multimea tuturor segmentelor orientate

din spatiu, este Tn continuare o relatie de echivalenta.
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Definitia 2.1.5 Clasele de echivalentd”’ ale segmentelor orientate, relativ
la relatia de echipolenta, se numesc vectori liberi.
Vectorii liberi se vor nota cu litere mici ale alfabetului latin, cu o

bard deasupra : a,b.... . Vectorul liber care contine segmentul orientat
5 I
ABva fi notat asemanator, adicdi AB (ABeste multimea segmentelor

N
orientate echipolente cu AB).

N

5

Dacda ABe a atunci spunem cd ABeste un reprezentant al lui a.
Notiunile de directie, sens si lungime introduse pentru un segment
orientat, sunt extinse la clasa din care acesta face parte, reprezentand

directia, sensul §i lungimea comuna tuturor elementelor din clasa. Pentru

a desemna lungimea unui vector liber, vom folosi notatiile ||5|| sau

ABH.

Vectorul liber de lungime O ( clasa tuturor segmentelor orientate
nule) se numeste vectorul nul si se noteaza 0. Vectorii liberi care au
aceeasi directie se numesc coliniari, iar vectorii liberi care au

reprezentantii paraleli cu acelasi plan se numesc coplanari. Doi vectori

liberi ai caror reprezentanti sunt echipolenti sunt egali.

Definitia 2.1.6 Orice vector liber care are lungimea egala cu 1 se

numeste versor.

Multimea vectorilor liberi va fi notata V;. In sectiunea urmatoare
vom defini o operatie internd pe V; (adunarea vectorilor liberi) s1 o
operatie externd, de inmultire cu numere reale, impreund cu care V3 va

cdpata o structura de spatiu vectorial.

*
O clasa de echivalentd relativ la relatia binara p, considerata pe o multime M este o submultime C; a

lui M care are proprietatea x, y € C; < xpy.
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2.2 Operatii cu vectori liberi

I. Adunarea vectorilor liberi.

Definitia 2.2.1 Daca a si b sunt doi vectori liberi si OA, respectiv AB

sunt doi reprezentanti ai acestora, atunci a+ b este

N
vectorul liber C al carui reprezentant este OB, Fig. 3 a).

Fig. 3

Regula de adunarea a vectorilor liberi din definitia de mai sus este

cunoscutad sub denumirea de regula triunghiului.

Nu este dificil de vazut cda, dacd vom considera paralelogramul
- - _
determinat de vectorii OA € a si OB e b, atunci (vezi Fig. 3 b)) vectorul

- —
OC e ¢ = a+b este diagonala acestui paralelogram. Adunarea vectorilor
liberi poate fi definita folosind si aceasta regulda numitd regula

paralelogramului. Cele doud definitii sunt echivalente (Exercitiu).

Propozitia 2.2.1 (V;, +) este grup comutativ.

Demonstratie. Din modul de definitie al operatiei de adunare a vectorilor

liberi, rezulta ca operatia "+" este bine definitd. Asociativitatea: Daca a,

_ - -

b, ceVs; si OAea, ABeb, BCec, este usor de vizut, conform
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definitiei de mai sus, ci vectorii liberi a+ (b + C)si(a+ b) + T au un

acelasi reprezentant OC (Fig. 4 a) si b)).

Fig. 4

Comutativitatea: rezultd daca folosim regula paralelogramului pentru

adunarea vectorilor. Elementul neutru al grupului este vectorul nul 0 iar

simetricul unui vector liber oarecare AB € V; este vectorul liber BA.
Folosind proprietatea de asociativitate de mai sus, putem extinde

usor regula triunghiului la cazul a n vectori liberi.

Definitia 2.2.2 Daca a,, a,,..., a, suntn
vectori liberi Si

- -
OA ea, AA,ea,,..,

R
A, _ A, €a ,atunci suma
vectorilor a,, a,,..., a

n

este vectorul liber ¢ al

Fig. 5

cdrui reprezentant este

N

OA,, (fig. 5). Notam ¢ = a,+ a,+...+ a,.

Regula exprimatd de definitia de mai sus este cunoscutd sub

denumirea de regula poligonului stramb si rezultd prin aplicarea
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inductiva a regulii triunghiului, adica a, + a, + ... + a,= a,+ (a,+

(....(a,_,+ a,))) st a proprietatii de asociativitate a operatieie de adunare

a vectorilor liberi.

I1. Inmultirea vectorilor liberi cu numere reale
Urmatoarea operatie pe care o vom introduce este inmultirea unui

numar real o cu un vector liber oarecare a .

Definitia 2.2.3 Fie a €V; §i aeR. Atunci

a) aaeste vectorul nul 0 dacd =0 saua=0;

b) aaeste un vector care are lungimea a’”ﬁ , aceeasi directie §i

acelasi sens cu vectorul a dacd a #0 si a> 0;

c) Qaeste un vector care are lungimea -0!”5 , aceeagi directie ca

si vectorul a si sens opus acestuia daca a # 0sia<O0.

Exercitiu: Inmultirea vectorilor liberi cu numere reale satisface axiomele
a) - d) din Definitia 1.1.3 a spatiului vectorial.
Exercitiul de mai sus si Propozitia 2.2.1 ne asigurd ca Vj este intr-

adevar un spatiu vectorial real.

2.3 Dependenta liniara in V;

Teorema 2.3.1 a) Vectorii liberi a, b €V; sunt liniar dependenti dacd si

numai daca sunt coliniari.

b) Vectorii liberi a, b, ¢ €V; sunt liniar dependenti daca

si numai daca sunt coplanari.
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Demonstratie. a) " = " Daca cel putin unul din vectorii a si b este nul,
atunci functioneaza conventia ca vectorul nul are aceeasi directie cu orice
vector si rezulti concluzia. Dacid a#0 si b #0, presupunem ci existi
scalarii o, B €R astfel incit oa + Pb =0 si o + B> # 0. Facem alegerea
a#0siavem a= —% b, ceea ce inseamnid cd asi % bau aceeasi directie,
aceeasi lungime si sensuri opuse, conform Definitiei 2.2.3. Deci asi b
sunt coliniari.

< " Daca unul din vectorii a, b este nul, atunci afirmatia este

"

evidentd. Altfel, dacd @, b sunt coliniari, atunci versorii acestora a/[a| si
respectiv E/HBH sunt intr-o relatie de forma a/[a|= i‘E/HBH. De aici rezulta
concluzia (exercitiu).

b) Ca si in cazul a) situatia Tn care cel putin unul dintre vectori este nul
este triviala pentru ambele implicatii, deci presupunem mai departe ca toti
vectorii sunt nenuli. " = " Dacd a, b, ¢ sunt liniar dependenti atunci

existd scalarii o, B, Y € R, nu toti nuli, astfel incit wa+ Bb + 7 c=0.

Fara a restrange generalitate, presupunem cda o # 0. Avem a = —% b -

Q=
e]

b
ceea ce, conform punctului a), este echivalent cu faptul ca a este coliniar

cu vectorul suma a vectorilor -2 bsi - ¢, deci coplanar cu acestia. Tot

conform punctului a), vectorii £p, respectiv -Z ¢ sunt coliniari cu

o

vectorii b, respectiv ¢ . Deci a, b, ¢ sunt coplanari.
" " - — 1 = . . o
& "Dacd a, b, ¢ sunt coplanari, atunci este usor de vizut

(Fig. 6) ca a poate fi descompus ca suma de doi vectori coliniari cu b, ¢,

a=Db,+c,,unde by, ¢, au reprezentatii OB, si respectiv OC, (AB, ||

OC, AC, ||OB, B, € OB, C, € OC).
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Folosind din nou punctul a)
rezultd ca exista scalarii B; si y; €R

astfel incat b, = B; b si respectiv ¢,

=7; ¢ . De aici rezultd concluzia.
, . g C <

Din teorema de mai sus rezulta L CC

cd oricare trei vectori necoplanari Fig. 6

din V; sunt liniar independenti.

Teorema 2.3.2 Dimensiunea spatiului vectorial V; este egala cu 3.

Demonstratie. In primul rand
observam cd exista trei vectori
necoplanari in Vj. Intr-adevar,
oricare trei vectori liberi nenuli cu

directiile doua cate doua

perpendiculare, sunt necoplanari. Fie a

deci a, b si C trei vectori liberi ry

necoplanari din V3. Cei trei vectori

sunt liniar independenti, conform observatiei de mai sus. Raméne sa

aratdm ca ei formeaza un sistem de generatori pentru V3. Fie de V3 un

- - _ - - _
vector oarecare si OAea, OBe b, OCec, ODed reprezentantii

celor patru vectori Fig. 7. Daca D;, D,, D; sunt proiectiile lui D pe

- - -

dreptele suport ale segmentelor orientate OA, OB si OC, atunci aplicam
regula paralelogramului si teorema de mai sus si deducem ca

OD = OD3+ OD'= OD3+ OD; + OD,=Y OC+ 0.OA + BOB, o, B, YeR.
Deci

(2.3.1) d=0aa +pb +yc
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si demonstratia este Tncheiata.
Sistemul de scalari (o, B, y) din formula (2.3.1) reprezinta

coordonatele vectorului d inbaza { a, b, ¢ } a spatiului V5.

Observatia 2.3.1 a) Daca i, j, k sunt trei versori din V; care au
proprietatea ca dreptele suport ale reprezentantilor sunt perpendiculare
doua cate douad, atunci acestia sunt necoplanari (Fig. 8). Deci formeaza o
baza in V;, pe care o numim baza canonica. Coordonatele unui vector

liber Intr-o baza canonica se numesc coordonate euclidiene.

b) Fie O € E; un punct fixat si

4
Z
B ={1, j, k} obaza canonicd in Vj. K
O axa este o dreapta pe care s-a D]
_ D
luat o origine, o unitate de masura si tor i
B
un sens de parcurs. Numarul real x - D_m_ ——1-D :
. : } LD D
asociat punctului M pe o axd se L
x
numeste coordonata punctului M fata Fig. g

de axa consideratd. Atunci punctul O si baza B (mai precis cei trei
reprezentanti cu originea O ai vectorilor i, j, k ) definesc trei axe Ox,

Oy si Oz, perpendiculare doua cate doua (numite axe carteziene), avand

originea comuna O si acceasi unitate de masura (vezi Fig. 8). (Unitatea de
masura este aleasa astfel incat extremitdtile reprezentantilor lui 1, j, k cu
originea in O sd aiba coordonatele 1 1n raport cu axele corespunzatoare).

Aceste axe formeaza reperul cartezian Oxzy. Fie D € E; un punct oarecare

din spatiu. Atunci vectorul re V; care are reprezentantul OD se numeste

vector de pozitie al punctului D. In mod evident, coordonatele euclidiene
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o, B, v ale vectorului T coincid cu coordonatele carteziene fata de reperul

Oxzy ale punctului D (vezi Capitolul 6).

N
Dacd d c E; este o dreaptd iar AB este un segment orientat, A, B €
E;, atunci intersectia dreptei d cu planele P; > A si P, > B ce sunt

perpendiculare pe d este formatd din doud puncte A, si respectiv B;.

N
Segmentul orientat A,B, se numeste proiectia ortogonala a

segmentului A:)B pe dreapta d.
Exercitiu: Proiectiile pe aceeasi dreaptd a doud segmente orientate
echipolente sunt echipolente.

Proiectia ortogonala a unui vector liber T pe o dreapta d, este
vectorul liber ce are drept reprezentant proiectia ortogonald pe dreapta d a

oricarui reprezentant al lui .

Definitia 2.3.1 Fie a, be V; si O—I)AE a, O—)BE b reprezentantii
acestora. Numarul real ¢ €[0, 7], ce reprezinta unghiul
format de dreptele OA si OB, se numeste unghiul dintre
vectorii a, B(Fig. 9). Daca ¢ = x/2 atunci vectorii a, b
se numesc ortogonali.

Prin conventie, vectorul nul este ortogonal pe orice vector. Daca a,
beVs; a # 0, b # 0 iar ¢ este unghiul

dintre ei atunci numarul real cos @ ||5|| se A

numeste marimea algebrica a proiectiei

ortogonale a vectorului a pe b §i se noteaza

pr:a conform [6].

Exercitiu: [6] Marimea algebrica a proiectiei

ortogonale are urmatoarele proprietati
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a) pr, (a+¢c)= pr,a+ pr.c, oricare ar fi a, b, ¢ € V3, nenuli.

b) prgoc(ﬁ) = o, pr;a oricare ar fi aeR.

2.4 Produsul scalar

Definitia 2.4.1 Daca a, b € V; atunci produsul scalar al vectorilor a,

b, notat <a, b > este egal cu
a) Odaca a = 0 sau b= 0,

b) ||§|| HBHcos @, unde @ este unghiul dintre vectorii a si

b,daciaz 0, b # 0.

Exercitiu: Se observid ci vectorii asi b sunt ortogonali daca si numai

daca <a, b>=0.

Teorema 2.4.1 Produsul scalar al vectorilor liberi are urmatoarele

proprietati:

3) a<a,b>=<aa, b> acR, a, beV; (omogeneitate)

4) <a + b, c>=<a, c> + <b, ¢>, a, b, ceV;
(distributivitate a produsului scalar fata de adunarea
vectorilor)

5) Fie i, ] K o bazd canonicd in Vi si a= a;i + agj + a;
k,b=b;i + bgj + b; k doi vectori din V;. Atunci

(2.4.1) <a, b>=a;b; + a;b, + a; b;

In plus, dacd a#0, b #0 iar @ este unghiul dintre asi b,
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<5’B> a,b, +a,b, +asb
242 — /= 191 Ta,0, T 43505
( ) cos Q "5”“bu \/a12+a22+a32 \/b12+b22+b32

Demonstratie. 1) si 2) sunt evidente daca tinem cont de faptul ca unghiul
@ dintre a si a este 0 iar unghiul dintre asi b coincide cu unghiul
dintre b si a. 3) Daci o = 0, demonstratia este evidentd. Daca o # 0,
atunci vectorii a si &0 a sunt coliniari si au acelasi sens in cazul o > 0 si
sensuri opuse in caz contrar. Unghiul dintre asi beste egal cu cel dintre
oasi b, dacd oo > 0 sau este suplementar celui dintre cia si b, dacd o < 0.

b

Avand 1n vedere relatiile dintre unghiuri si faptul ca ||0c§|| = |Oc|||§

se deduce concluzia.
4) Folosind proprietatile marimii algebrice a proiectiei ortogonale si

observind cd <a, ¢ >= pr.a ||E , avem succesiv

<a+b, c>=pr.(a+b) [q = (pr.a+pr.b)[c| =<a, c>+<b, c>.

5) Deoarece <i, i>=<], j>=<k, k>=liar<i, j>=<]j, k> =<i,
k> =0, aplicim proprietitile de 2) si 3) ale produsului scalar si obtinem
(2.4.1). 6) Din definitia produsului scalar si conform relatiei (2.4.1) avem
ca ||§||2 =<a,a>=a;’ +a + as’. Aplicaim din nou (2.4.1) si obtinem

(2.4.2).

2.5 Produsul vectorial

Definitia 2.5.1 Daca a, b €V, atunci produsul vectorial al vectorilor a,
b, notat ax b este egal cu
a) 0 dacia = 0 sau b= 0 sau dacd a,b sunt
coliniari;
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b) ||5|| HBHsin @e,daca a, b # 0 sunt necoliniari, unde

@ este unghiul dintre a, b §i € este un versor
perpendicular pe asi b

al carui sens este

R
=
=

determinat cu ajutorul

|

regulii burghiului (adica

=

rotind pe apeste b, in
sens direct, versorul

¢ are sensul de inaintare bxd|g'

l
|
|
|
a burghiului)(Fig. 10). II.' Fig. 10

Observatia 2.5.1 Norma produsului
vectorial axb are urmitoarea interpretare geometrici: este aria
paralelogramului determinat de reprezentantii cu aceeasi origine ai

vectorilor liberi asi b.

Teorema 2.5.1 Produsul vectorial are urmatoarele proprietati:
1) ax b =- bxa, a, b eV; (anticomutativitate);
2) a(axb)=oaxb=axob,aeR, a, beVy
3) ax(b+c)=axb + axc (distributivitate);
4) HEXEHZ = (||5|| HBHf -<a,b>’ (identitatea lui Lagrange);
5) Daca a = a;i + 6123 +a; k,b=b;i + sz + b; k, unde 1,
j, K este o bazd canonicad in Vs, atunci

EXB = (a2b3 - a3b2)f + ( a3b1 - a1b3) j+ (a1b2 - azbl) E
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i ] k
= |2, a, a;
b, b, b,

Demonstratie. Afirmatia 1) rezultd din definitia produsului vectorial,
datoritd faptului ci misura unghiului <{(a, b) ~ este egald cu cea a
unghiului <{(b,a) iar versorii € si respectiv €' (corespunzitori celor
doud produse vectoriale), obtinuti conform regulii burghiului (Fig.10), au
sensuri opuse.

2) Dacd o0 > 0, atunci < (a2, b) = <{(a,ab) = <(a, b). Deci a(axb)
= o [a] HBHsin <(a, b) = |oa| HBHSin <(aa, b)= oiaxb. Analog se
arati ci (@ xb) =axob. In cazul a = 0 se obtin vectorilor liberi nuli in
fiecare membru al egalitatii si rezultd concluzia. Dacd o < 0, avem
<(aa, b)= <(a, ab)= & -<(a, b) si deducem ci o(axb) = o
|a] [b]]sin (@, b) = - a |a] [b]sin(x - <(a, b))=|ea] |b]sin <(ea,

b)=aaxb etc.

"
3) Cazul in care vectorii b si ¢ sunt sl 5
coliniari, este un exercitiu simplu pentru D\_ﬂ
2
cititor. Presupunem ci b si C© nu sunt O 5
coliniari. Vom demonstra mai inti ca daca : E'R?

b' este proiectia ortogonald a vectorului b

pe o dreapta D perpendiculara pe a, inclusa Fig. 11
intr-un plan paralel cu vectorii asi b, atunci
axb = axb'. Versorii vectorilor axb si axb' fiind perpendiculari pe

acelasi plan, sunt coliniari i, deoarece Hﬁxb'” =
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lal| HB'H sin<{(a,b") = [a] HBHCOS <(b,b") sin /2 = [a] HBHCOS(TE/2— <(a,

b)) =[a][p|sin <(a. b) =[axb

, rezulta concluzia. Fie acum c'

proiectia ortogonala a vectorului ¢ pe dreapta D; > O, perpendiculara pe
a, inclusa intr-un plan paralel cu vectorii a si ¢ . Din cele ardtate mai sus
rezultd cd axc = axc'. Este clar ca dreapta suport a lui a, D si D; sunt
ortogonale doud cate doud. Deoarece vectorii b' si ¢' sunt de fapt
"proiectiile ortogonale" ~ ale vectorilor liberi b si ¢ pe planul determinat
de D si D, este usor de vizut cd b' + ' este egal cu proiectia ortogonali

pe acest plan, notati d', a vectorului b + C. Este usor de vizut ca d' =

xb'+ axc'=ax(b'+c)=axd =

=

b'+ ¢'. Astfel, axb + axc =
ax(b + ¢) si rezultd concluzia.

Punctul 4) al teoremei il lasam ca exercitiu, cdci se obtine aplicand
definitiile produsului scalar si respectiv vectorial. Pentru a demonstra 5)
observim ci ixi = jxj = kxk =0si ixj = k, jxk =i, kxi =j. Se

efectueaza calculele si se obtine concluzia.

2.6 Produsul mixt al vectorilor. Dublul produs vectorial

Definitia 2.6.1 Fie a ,b, ¢ €V;. Produsul scalar al vectorilor a si bxc,
notat <a, bxc >, se numeste produs mixt al vectorilor

a,b,c.
Daci vectorii a,b,c sunt necoplanari, atunci modulul produsului

mixt are urmatoarea interpretare geometricd: este  volumul

* — —
Folosim notatia <{(a, b ) pentru unghiul dintre vectorii liberi a si b .
sk
Proiectia ortogonald a unui vector liber a pe un plan este acel vector liber ce are drept reprezentant

proiectia ortogonala pe planul respectiv a unui reprezentant al vectorului a .
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paralelipipedului construit pe suporturile reprezentantilor vectorilor
a,b,c care au originea comuna (Fig. 12). Intr-adevir, se cunoaste deja
cd modulul vectorului bx¢c
reprezinta aria A a
paralelogramului ce

reprezintd baza  paralelipi-

=3
E
ol

pedului din Fig. 12. Deoarece

<{(a,bxc) este egal cu

unghiul ¢ dintre Tnaltimea h a

0
paralelipipedului din figurd si
_ g Fig. 12
vectorul a, deducem ca
|2 |lcos<(a, bxc)| =h.
Atunci ‘<5,‘t—)x6>‘= N HBXEHCOS<I(5, bxc)|l= A h si rezultd

concluzia.

Teorema 2.6.1 Produsul mixt are urmdtoarele proprietati:
])DClCd 526111 +Clzj + a; E,B: b]I +b2] + b; E, Cc=

ci1 + c] +c3 k, unde 1, j, k este o baza canonica in V;,

atunci
a, a, a,
(2.6.1) <a,bxc>=|b, b, b,
Cl CZ C3

2) <a, bxc> = 0 < unul din vectori este nul sau doi
dintre vectori sunt coliniari sau vectorii sunt

coplanari.
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b, axc> = <¢, bx a>, <a,

4) <a,;+a, bxc>=<a, bXc>+ <a, bxc>.

Demonstratie. Afirmatia 1) este o consecintd a proprietdtii 5) a
produsului scalar si respectiv vectorial.

2) "« ". Daca unul din vectori este nul, afirmatia rezulta imediat. Daca
doi vectori sunt coliniari, de exemplu asi b, atunci existi o R astfel
incat a= ab. Deci a; = ab;, i = 1, 2, 3 si, folosind proprietitile
determinantilor si punctul a), rezultd <a, bxc>= 0. Analog se trateaza
cazul in care alti doi vectori sunt coliniari.

Daca cei trei vectori sunt coplanari, atunci vectorul bXC este
perpendicular pe planul celor trei vectori, deci pe a. Conform definitiei
produsului scalar, deducem ca <a, bxc>=0.

"= ". Daci <a, bxc> =0, aplicim proprietatea 2) de mai sus si
deducem ca determinantul din relatia (2.6.1) este nul. Deci vectorii din R’
(a;, ap, az), (b, by, bs), (cy, Co, c3) sunt liniar dependenti. Deoarece
componentele acestor vectori sunt de fapt coordonatele vectorilor a, b,
¢ inbaza i, ], k, atunci putem spune ¢ a, b, ¢ sunt liniar dependenti.
Aplicand Teorema 2.3.1 b), obtinem concluzia.

3) Se foloseste proprietatea 1) a produsului mixt si proprietatile
determinantilor. Afirmatia de la punctul 4) rezulta din proprietatea de

aditivitate a produsului scalar.

Definitia 2.6.2 Numim produs dublul vectorial al vectorilor a,b,cevV;

vectorul d= ax (bxc ).
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Teorema 2.6.2 Vectorul d definit mai sus are urmdtoarele proprietti
a) este coplanar cu vectorii b i C.
b) d =<axc>b -<a,b>c.
Demonstratie. a) Vectorul d, fiind produsul vectorial al vectorilor a si
bxc, va fi perpendicular pe acestia, deci d Lbxc . Deoarece vectorul
bx<c este perpendicular pe bsi ¢, deducem ca d este coplanar cu b si

.Daca a= ali + azj +a3 E,B= bII + bzi + b3 E, EZCII + Czj +C3 E

el

unde i, j, Kk este o bazd canonici in V3, atunci, conform Teoremei 2.5.1,
avem BXE = (b2C3 - b3C2)I+ ( b3C1 - b1C3) 3+ (b1C2 - sz]) E Sl

d = [ay(bic, - byc)) - a3 ( bscy - bycs)]i + [ as(bacs - bscy) - ag(bics - bycy)]

3+ [a;( bsc; - bics) - ax(bacs - bscy)] k. Rearanjand termenii obtinem
d= (axc, + asc3) byi + (ascs + iy )by j + (ascy + aicy)bsk +
- (2, by + a3 bs) cri- (ashy +apby)] Czj - (a1 by + aby)] csk.
De aici rezultd ca d = (ajcy + axcyr + asc3)( bii + b, ] + ng) - (a1by +

a2b2+ agbg)( Cli + ] +C3E) =<a, E>B -<a, B>6

Exercitiul 2.6.1 Sa se arate ca daca a, b,c,d eV, atunci

R: Aplicam Teorema 2.6.2 si obtinem <a xb, ¢xd> = <d, (axb)xc>

<b,c>+ b<a,c>>=-<d,a><b, c>+<a,c><d,

o

>=<d, -

b> = ><B, d> - <a, d> <B, ¢ >. Rezulta concluzia.

AN
(¢]

a,
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2.7 Exercitii

a _
1. Sa se discute si sa se rezolve sistemuls =~ _, a, beVs A, U
UX +Ay=b

e R\{0}.
R: inmul‘gind prima ecuatie cu -t si pe a doua cu A si adunandu-le obtinem ecuatia 0X

+(A?- )y =-ua+ Ab. Sistemul este echivalent cu

AX+uy=2a o
{(ﬂz_ﬂz)yiy_ﬂa_'_ig, a, beVs, A peR\(0}.

a) Dacd (M- u?) # 0, adica A # . atunci sistemul are solutia unica

2’ a l[l E ﬂ — /1 E .

X= a- , Yy =- a+

/lz_luz 2/2—,[[2 2/2—,[[2 2/2—,[[2
b) Daca A% - uz = 0, atunci fie -pLa + Ab # 6, caz in care sistemul este incompatibil,

1
Z(ﬁ— Ly), yeV; este

fie -ua+ Ab = 0, caz in care orice pereche de vectori X =

solutie a sistemului.

2. Sa se arate ca pentru ca trei vectori a, b, ¢ sa Inchida un triunghi este
necesar si suficientca a+ b+ ¢ = 0.
R: Daca a, B, ¢ 1nchid un triunghi, adica au

reprezentantii BCea, CAe B, ABe ¢ (Fig.

13), atunci se aplicd Definitia 2.2.1 si rezulta

ol
1]
ol

concluzia. Reciproc, daca a+ b+

-

atunci ¢ = - (a+b). Daci BCea, CAeb

atunci BAea +B, deci ABec si

demonstratia este completa.
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3. Fie a, b, ¢ trei vectori care inchid un triunghi. Sa se exprime cu
ajutorul lor vectorii care au ca reprezentanti medianele triunghiului si
sa se arate ca acestia pot inchide la randul lor un triunghi.

R: Fie ABC triunghiul inchis de vectorii a, B, ¢ si fie A', B', C' mijloacele laturilor

BC, CA, AB (vezi Fig. 13). Atunci AA' =AB+ BA' = AB + 1/2 BCec+ 1/2a.

Analog se arata ca BB € a+ 1/2b, respectiv CC'e b + 1/2¢. Folosind rezultatul

de la exercitiul precedent, avem AA' + BB + CC' = 0 si rezultd ca vectorii liberi

AA', BB', CC' pot inchide un triunghi.

4. Fie AB si CD doua coarde perpendiculare in cercul de centru O si fie

M punctul lor de intersectie. Sa se arate cd MA+MB+MC+MD = 2

MO.

R: Notdm cu P si respectiv Q mijloacele coardelor AB

A
si CD (fig. 14). Atunci patrulaterul OQMP este e

dreptunghi si OM= @ +OP. Tinand cont de faptul
cd OQ = 1/2 (OC + OD)si OP = 1/2 (OA +OB)

ob‘ginemZO_M = OA + OB + OC + OD.

Fig. 14

Pe de alta parte avem MA= MO + OA si relatiile
analoge pentru MB, MC si MD. Deci MA+MB+MC+MD = 4MO+ 20M =
2MO.

5. Fie ABCD un patrulater convex. Se noteaza cu O;, O, mijloacele
diagonalelor AC, respectiv BD. Sda se arate cd ABCD este

paralelogram daca si1 numai daca existda k € R - {1/2} astfel incat

0,0, =k(AD-BC).
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R: Avem 0,0, = 1/2(OB + O,D)=1/2(0,C + CB + O,A + AD) = 1/2 (AD-
BC). Deci exista k €R - {1/2} astfel incat 0,0, =k(AD-BC) < 0,0,=0 < O,
:Oz.

6. Fie ABCD si A|B,C,D, doua paralelograme oarecare in spatiu. Se
considera punctele A,, B,, C,, D, care Tmpart segmentele AA;, BB,
CC,, DD, 1n acelasi raport. Sa se arate ca A,B,C,D, este un
paralelogram (Fig. 15).

R: Fie O un punct al spatiului. O conditie

necesard si suficienta ca ABCD si

A1B|CiD; sd fie paralelograme este ca

diagonalele lor sa se injumatateasca,

adica Intre vectorii de pozitie ai varfurilor

sa existe relatiile:

(2.7.1) OA + OC = OB + OD

Fig. 15 B,

(2.7.2) ml + &1 = @1 + El.

Deoarece A, are proprietatea AA, =k A,A,, rezulta OA, = OA +AA, = OA +

_ — _ 1 — _
kA,A, = OA +k(OA - OA),). Deci OA, = ﬁ (OA +k OA ). Analog se obtin
+

relatiile pentru OB 2, oC 2, oD » (adica relatia de mai sus 1n care inlocuim pe A cu B,

C si D). Folosind aceste relatii si tinind cont de (2.7.1) si (2.7.2) rezulti OA, + OB,

= 0C ’+ oD 2, lucru echivalent cu faptul ca A;B,C,D; este un paralelogram.

7. Fie triunghiul ABC si A, B, C; mijloacele segmentelor BC, CA, AB.

a) Sa se arate ca pentru orice punct M al spatiului avem
OA + OB + OC =30A +2 AA,;=30B +2 BB, =
30C +2 CC..
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b) Sa se arate ca exista un punct G si numai unul (centrul de greutate
al triunghiului) cu proprietatea GA + GB + GC =0.

c) Sa se arate ca orice punct O al spatiului satisface relatia

(2.7.3) A + OB + OC =30G

R:a)Avemm+@+O_:ﬁ+ﬁ+E+m+R: 3&+2A_A1+

AB + AC =30A +2 AA,, cici AB + AC = 0. Analog se aratd celelalte

relatii. b) Conform punctului a), ﬁ + @ + @ :6 = 3G_A + 2 ﬂlz (_)(:)

GA =2/3A,A, adici G se afla pe AA; la 2/3 de varful A, & G este centrul de
greutate al triunghiului ABC.

d) OA + OB + OC =30G + GA + GB + GC =30G.

Observatia 2.7.1 Fixand un punct O al spatiului, putem defini centrul de
greutate G al unui triunghi ca fiind un punct care are proprietatea (2.7.3) .

Din exercitiul de mai sus rezultd ca G este corect definit.

In general pentru un poligon A A,...A, definim centrul de greutate

ca fiind acel punct care satisface relatia

O

ﬁ<a\1+@+...+ 0A,).

Dacd vom considera O' alt punct al spatiului atunci nO'G = n0O'O

+n0G = (00 + OA; + 00 + OA, + ... +0O'0 + OA,), de unde

deducem ca O'G = l(ﬂl + O'_Az +...+O'_An). Deci punctul G astfel
n

definit nu depinde de alegerea punctului O din spatiu.

8. Fie doua triunghiuri ABC si A;B,C, (Fig. 16) cu centrele de greutate
G si G;. Sa se arate ca AA, + BB, + CC, = 3GG si, cu ajutorul
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R: Se observa ca E\l = AG+GG 1+ GA,.
Scriind si relatiile analoge pentru BB, si cC 1
si adunandu-le, obtinem A_A1 + BB 1+ @1 =

3&1—(ﬁ +G_B+G_C)+

acestei relatii, sa se formuleze o conditie necesara si suficientd ca doua
triunghiuri sa aiba acelasi centru de

greutate.

GA, + GB, + GC, =3GG . Pentru a Fig. 16

obtine ultima egalitate am aplicat punctul b) al

exercitiului precedent. Deci, conditia necesara si suficientad ca G = G, este GG ; = 0

sau, conform celor ardtate mai sus,

A_A1+@1+ C_C1 :(_).

9. Se numeste cerc Euler al coardei A;A, a cercului S de raza R, cercul

de razd R/2, al carui centru este mijlocul coardei. Cele trei cercuri
Euler ale laturilor unui triunghi A;A;A; inscris in cercul S se
intersecteaza intr-un punct O care constituie centrul cercului de raza
R/2, ce trece prin centrele celor trei cercuri Euler. Acest ultim cerc se
numeste cercul lui Euler al triunghiului A;A;A;. Sa se arate ca
urmatoarea definitie este coerenta:

Presupunem ca am definit cercul Euler de raza R pentru un poligon cu
n laturi inscris in cercul S de raza R. Sa consideram acum poligonul cu
n + I laturi AjA,... A, inscris in cercul S. In acest caz, cele n+1
cercuri Euler ale poligoanelor cu n laturi AyAs... Ay, AjAs... A,
..., A1A;... A, se intersecteazd Intr-un singur punct care constituie

centru cercului de raza R/2, ce trece prin centrele tuturor celor n + /
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cercuri Euler; acest cerc se numeste cercul Euler al poligonului cu n +

1 laturi AIAQ. .. An+1.

R: Fie O centrul cercului S. Demonstram prin inductie dupd n cd pentru un poligon

AjA;... A, punctul O' care satisface relatia 00' = OA1+OA22+""+OA“ este

centrul cercului Euler al poligonului AjA;... A,. Pentru n = 2, afirmatia este
adevaratd. Presupunem ca afirmatia este adevarata pentru orice poligon cu # laturi §i o

vom demonstra pentru un poligon cu n + [ laturi. Fie AjA;... Ay un poligon cu n +

1 laturi, O' punctul cu proprietatea ca (5_0' = QA+ OAZ;”"JFOA"H si O1,...,0n1"

centrele cercurilor Euler ale poligoanelor AxAs... Anti, A1Asz... Aptl, -5 A1As... Ap.

Avem
0__01' _ OA+0OA;3+....4+ OA 1 _ O__O'- OA, ’
2 2
dbz,: OA 1+ OA3+....4+ OAnu _ db,_ OA; ’
2 2
O__On+1'= OAi+OA,+....4+ OA. _ CSE)— OA.u '
2 2
Deoarece OZTO' = db' —O__O i =%, 1=1,..., n+1 rezulta ca O;'_O'H = % = %
.. . . . ... R .
pentru toti i = 1,..., n+1. Deci O' apartine cercurilor de centre Oy' i raza ER i=1,...,
n+1, adica cercurilor Euler ale poligoanelor AxAs... Anvi, A1Asz... Ant, ..., AjAg...

A . . R .
A,. De asemenea, cercul cu centrul in O' i raza 3 trece prin centrele celor n + 1

cercuri Euler si de aici rezulta si unicitatea punctului O'.
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10. Se considera in spatiu punctele A(1, -1, 1), B(2, 1, -1), C(3, 1, 2),
D(8/3, 1, 1), E(4,-1, 1) fata de reperul cartezian ortogonal Oxyz .
Sa se verifice daca punctele A, B, C, D si respectiv A, B, C, E sunt
coplanare si, in caz afirmativ, sd se stabileasca daca acestea sunt
varfurile unor patrulatere convexe .

R: Considerim baza canonicd ~ i , j» k 1n Vj astfel incat coordonatele carteziene si

cele euclidiene ale unui punct din E; sa coincidd. Avem AB=0B - OA si AB= i+
23 - 2 k. Procedand asemanator obtinem BC=1 + 03 +3 Kk, CD=-1/31 + Oj -
K, CE =1 - 2] - 1k. Vectorii E, BC si CD (respectiv E, BC si @) sunt

coplanari dacd si numai dacd punctele A, B, C, D (respectiv A, B, C, E) sunt

coplanare .
1 2 =2
Deoarece <AB , BCxCD> = 1 0 3| = 0, deducem, conform
-1/3 0 -1

Teoremei 2.6.1, ca vectorii E, BC si CD sunt coplanari, deci punctele A, B, C, D

sunt in acelasi plan. Calculand produsul mixt al vectorilor AB s BC s CE obtinem

1 2 -2
<AB, BCXxCE>=1[ 0 3| =18=0. AplicAnd din nou Teorema 2.6.1, rezulti
1 -2 -1

cda A, B, C, E nu sunt coplanare.
Astfel, pentru a raspunde la cea de a doua intrebare, este suficient sd stabilim

dacd ABCD este patrulater convex. Fie M(x, y, z) punctul de intersectie al dreptelor

AC si BD. Avem MeAC < ACxAM =0 in timp ce Me BD < BDxBM = 0.
Stiind cda AC=21 +2j + k si BD=2/31 + 2Kk iar AM =(x - Di +(y+1)j + (z-

Dk, BM =(x-2)i + (y - 1)3 +(z+ DKk, aplicdm Teorema 2.5.1 si deducem

3 - - —_—
Vom spune ca i, j, k este baza canonicd din V3 corespunzitoare reperului cartezian

ortogonal Oxyz.
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x—1 _ y+1=Z—1 si McBD o X—=2 _ Z+1,y=1.
2 2 1 2/3 2

Solutia sistemului format din cele doud ecuatii de mai sus reprezintd

caMe AC &

coordonatele punctului M. Rezolvand sistemul obtinem x =3,y =1si z=2. Deci M
are coordonatele (3, 1, 2) si M coincide cu C. Rezultd cd ABCD nu este un patrulater

convex.

11.5a se calculeze ariile a si a; ale triunghiurilor ABC si ABE unde A,
B, C, E sunt punctele din E; considerate in exercitiul precedent.

R: Fie A aria paralelogramului care este determinat de reprezentanti ai vectorilor

ABsi BC cu aceeasi origine. Tinand cont de interpretarea geometricd a produsului

i

i k
vectorial a doi vectori, deducem ca A = HEXB_CH =|[1 2 =2/| =+/65. Atunci
1 0 3
o o 1 5 . . . .
aria triunghiului ABC este a = EA = T Procedand in acelasi fel se obtine aria a;

=+/18.
12. Fie Oxyz un reper cartezian si A(0, -5, 0), B(1,-2, 3) doud puncte din
E;. Se cere:

a) Si se determine un vector v paralel cu planul determinat de i si j

astfel incat ||V|| = HEH si v.1AB.

b) Sa se determine un versor u perpendicular si pe vV si pe AB.
R. Fie f, j, k baza canonica in V3 definita ca Tn Exercitiul 11. Avem AB= i + 33 +
3k. Fie V =xi +yj. Conditia de egalitate a normelor se mai scrie x> + y> = 19 iar

conditia de ortogonalitate este echivalentd cu <V ,E >= 0, adicd x + 3y = 0. Din

cele doud conditii rezulta v = i(—31/£ i+ 1/1— j).
10 10
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13. Se considerd vectorii a=2i +3j -3k si b =-2i -3j + k. Sa se
determine:
a) unghiul dintre cei doi vectori;
b) proiectia vectorului a pe directia Iui b;
¢) Inaltimea paralelogramului construit pe suporturile vectorilor a si
b, corespunzitoare bazei b.
55)
Jalb]

<H§_"F>B _78(-21 -3j+k)ch= Hafbu—
b

R: a) Deoarece cos <{(a, b) = obtinem cos < (a, b)=

-8
V77

¢) pr;a =

|
Hﬁ
=3

14. Se dau punctele A(1, -2, 3), B(2, -1, 8) in reperul cartezian ortogonal
Oxyz.
a) S3a se determine multimea punctelor C din planul xOy care au

proprietatea ci triunghiul ABC este isoscel, [AB| = |[AC| si <AB, AC> =

-9.
b) Sa se calculeze aria triunghiului obtinut la punctul precedent.
¢) Se da punctul D(2, -3, 4). Sa se verifice daca ABCD este un tetraedru

si in caz afirmativ sa se calculeze volumul acestui tetraedru.

R: Fie i, j, k baza canonici din V3 corespunzatoare reperului cartezian Oxyz. a) Fie

C(x, y, 0) €E;. Deoarece AB=1 + j + 5k si AC =(x- 1) i + (y +2)] - 3k
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obtinem, conform Observatiei 2.4.1, ||AB|| =27, AC|| = \/ (x—l)2 +(y+2)2 +9.

Cele doua conditii de mai sus devin (x - 1)* + (y + 2)* =18, x +y = 5. Sistemul

format din ultimele doud ecuatii are solutia unicd x = 4, y = 1. Deci punctul C cautat

are coordonatele (4, 1, 0). b) Aaasc = % HAiBXA_CH = 18\/5 . d) Conditia necesara si

suficienta ca ABCD sa fie un tetraedru este ca vectorii AB, AC si AD si fie

necoplanari. Deoarece <AB, ACxAD> = -36 # 0, deducem ca vectorii de mai sus

sunt necoplanari si ABCD este un tetraedru. Vagcep = I< AB , ACx AD >//6=6.

15. Sa se determine volumul paralelipipedului construit pe vectorii U =
3a-b +2C,Vv=>b+2C,w =3b - ¢, unde vectorii a, b, ceV;

au proprietatea ca ||5|| =2,

-4

c| =3, <(a, bxc) =m4, (b,
c)=mlb6.

R: V = (5, vxw)| =21|(a,exb)| =21a] [exb]| 2 /2 = 1262

17. Sa se calculeze axc, ax(bxc) si <b,axc> pentru fiecare din

cazurile de mai jos:

a) a=i+j+k,b=j+k,¢=1i;
b) a=2i+j+k,b=-j+2k,c =3j+k;
¢c) a=i-j+2k,b=i-j-2k,c =i-3j;

d) a=4i-2j+k,b=5i+j-k,c =3i-]+Kk;
e) a=i+42j-2Kk. b=1+4j+k ¢ =i-]-k.
Indicatie: Se aplica proprietatile 1) (Teorema 2.6.1) si 5 ( Teoremele 2.5.1 i 2.4.1) ale

produselor mixt, vectorial si respectiv scalar ale vectorilor liberi.
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18. Si se determine unghiul ¢ €[0, ©/2] format de vectorii a si b stiind
ci vectorul 2 + 2 b este perpendicular pe vectorul 2a - b iar vectorul
a +3b este perpendicular pe 4a- 2b.

R: Avem<a +2 b,2a - b>=0si<a +3b,4a-2b> =0 sau echivalent 2[a]* - 2

“EH 2+3<a , b>=0 si respectiv 4||§|| 2.6 ”B” 2+ 10<a , b>=0. Notand ||§|| Z=x> 0,

“EH *=y>0, <a, b>=zsi tinand cont de relatiile de mai sus obtinem un sistem

compatibil cu solutia unicd z = o, y = 2a, x = 1/20.. Deoarece (cos (p)2 = yz/xy , avem

¢0=0.

21. Daca a, b, ¢ € V5 atunci numarul

(ca) (cb) (c.e)
se numeste determinantul Gram al vectorilor a, b si c. Sa se
demonstreze cd vectorii a, b, ¢ sunt coplanari daca si numai daca

determinantul lor Gram este nul.

Indicatie : Se demonstreaza ca <a ,BXE >2 = G(a ,B ,C).
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CAPITOLUL 3

OPERATORI LINIARI

3.1 Definitia operatorului liniar

Definitia 3.1.1 Fie V si W doua spatii vectoriale peste un corp comutativ
K. O functie A: V. — W se numeste operator liniar (sau
transformare liniara, sau morfism de spatii vectoriale)
daca indeplineste urmatoarele conditii:

1. A(x +y)=A(x)+ A(y) pentru orice x, y € V;

2. A(ax) = aA(x) pentru orice aeK §i orice xeV.

In cazul in care V = W, operatorul liniar A : V. — 'V se
nume-gte endomorfism. Multimea operatorilor liniari
definiti pe V cu valori in W se noteaza Li(V, W)( sau L(V,
W) cand corpul K se subintelege). Daca V = W vom scrie
Li(V)(respectiv L(V)) in loc de L(V,W) (respectiv
L(V,W)).

Observatia 3.1.1 a) Restrictia unui operator AeLg(V, W) la un
subspatiu vectorial V; al domeniului sdu de definitie este tot un operator
liniar, notat Al V;; b) A(0) =0; ¢) A(-x) = - A(X).

Afirmatiile de la punctele b) si c) se rezultd direct din definitia de

mai sus. De exemplu, pentru a demonstra b), luam o=0 1n relatia A(a x)
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= ot A(x) si obtinem A(0) = 0 A(x) = 0, adica ceea ce trebuia demonstrat.

Observand ca A(0) = A(x + (-x))=A(x) + A(-x), aplicam b) si obtinem c).

Observatia 3.1.2 Fie V si W doua spatii vectoriale peste un corp
comutativ K. O functie A: V — W este operator liniar dacad si numai daca
pentru orice X, y € V si orice o, B € K este indeplinita conditia

() Alx+Py) =aA®X)+BAy).

Intr-adevar, daci A: V — W este operator liniar, atunci aplicdm
definitia si avem A(ox + By) = A(ax) + A(By) = aA(x) + BA(y), pentru
orice X, y € Vsiorice a, p € K.

Reciproc, presupunem ca pentru orice X, y €V si orice o, f € K
are loc (*). Luand oo = B = 1 in (*), obtinem A(X + y) = A(x) + A(y). Pe
de alta parte, daca facem = 0 in (*), avem A(ox) = aA(x). Deci, cele
doua conditii din definitia transformarii liniare sunt indeplinite.

Exemplu 3.1.1 Considerdm spatiile vectoriale R* si R’ peste corpul
numerelor reale R. Verificati daca aplicatiile definite mai jos sunt
operatori liniari.

a) A: R’ SR, A(x) = (X1 +2 X2, X2, X1 —X2), X = (X3, X2) € R’.

b)A: R’ >R A(x) = (X7 + X3, X2X3), X = (X}, X2, X3) € R’

Rezolvare. a)Vom arata ca A este un operator liniar. Intr-adevar, fie o, B
ERsix=(x, x2),y=(y, y2)€ R. Atunci arx + By=(ax+ By, ax;
+ ;). Folosind Observatia 3.1.2, avem A(ax + fy) = (ax;+ By, +2 «
X2+ 28y Axs + Byr, ax;+ By - (ax; + By2) =(ax;+ 2xz) + By,
+2y2), ax2 + Bya ox;- x2)+ Byi- fy2) =(0(x;+ 2x3), oz, oAx;- x2)
)+ (By1 + 2 y2), Bya Byi—y2)) = @ (x; +2x2, X2, X1 —X2) + A y1 +2 ¥,
Y2 Yi—Y2)= OA(x) + BA(Y).
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b) Deoarece, pentru x = (1, 1, 1) € R’ siaa=3€ Ravem A(axx) = (6, 9)

#3(2,1) = aA(x), rezulta ca A nu este un operator liniar.

Exemplul 3.1.2. Urmatoarele aplicatii sunt operatori liniari (tema).
a)T: C'(a, b) - Ca,b), T (f)=f/unde f este derivata functiei f:
b)T: C(a,b) »R, T() = [ fdx;

Un operator liniar A € Lg(V, W) bijectiv se numeste izomorfism de
spatii vectoriale sau operator liniar nesingular. Daca spatiile V si W
coincid si A este un izomorfism, atunci aceastd A se numeste
automorfism. Daca aplicatia A € Lg(V, W) este doar injectiva, atunci A
se numeste monomorfism iar dacd este doar surjectiva, A se numeste

epimorfism. Acum putem introduce definitia spatiilor vectoriale izomorfe.

Definitia 3.1.2. Spunem ca spatiile vectoriale V si W sunt izomorfe daca

exista un izomorfism de spatii vectoriale ¢ € L(V, W).

Propozitia 3.1.1 Daca V este un K- spatiu vectorial de dimensiune finita

n, atunci el este izomorf cu spatiul K".

Demonstratie. Fie B = {uj, u,, ..., u, } o baza fixatd in V 51 x €V
oarecare. Coordonatele lui x in baza B , xg = (Xi, X5, ..., X,), sunt unic
determinate, conform Teoremei 1.2.2. Construim aplicatia ¢ : V —K"
care asociaza fiecdrui vector x din V coordonatele sale in raport cu baza
B, ¢(x) = (xq, X2, ..., Xp).

Este clar ca aplicatia astfel construitd este bijectiva. Fiey €V, B
e K. Daca yg = (y1, ¥, ..., Yu), atunci coordonatele vectorului ox + By in
baza B sunt (ox; + By, 0xs + Bya, ..., 00X, + By,). Tindnd cont de modul

in care au fost introduse operatiile spatiului vectorial K" (vezi Exemplul
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1.1.2), se observa ca @(ax + Py) = a@(x) + Be(y). Conform Observatiei

1.6.1, rezulta concluzia.

Observatia 3.1.3. Din teorema de mai sus rezultd cd doud spatii de

dimensiune finita care sunt izomorfe au aceeasi dimensiune.

3.2 Operatii cu operatori liniari. Adunarea operatorilor.

Inmultirea operatorilor cu scalari

Fie V si W doud spatii vectoriale peste un corp comutativ K.
Multimea Li(V, W) poate fi organizata ca un spatiu vectorial peste corpul
K, asa cum vom arata in continuare. Fie A, B € Lx (V, W) si fie a € K.

Prin definitie, suma operatorilor liniari A si B (notatd A + B) este
functia C : VW, C(x) = A(x) + B(x), x € V iar produsul scalarului o cu
operatorul liniar A (notat aA) este functia D: V-SW, D(x) = aA(x), x
eV.

Propozitia 3.2.1 Aplicatiile C si D definite mai sus sunt operatori liniari.

Demonstratie. Aritim ca C este operator liniar. Intr-adevar, C(a x + B y)
= Al x + B y) + B(ax x + B y). Folosind proprietatile 1) si 2) ale
operatorilor liniari A si B, obtinem succesiv C(a x + B y) = A(a x) + A(B
y) +B(@x) + B(B y) = 0AX) + BA(y) + aB(x) + BB(y) = A(A(X)+B(x))
+ B(A(y)+B(y)) = aC(x)+BC(y). Folosind Observatia 3.1.2, rezulta ca C

este operator liniar. Analog se demonstreaza ca D este un operator liniar.
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Propozitia 3.2.1 demonstreaza ca operatia de adunare a operatorilor este
bine definitd pe Lx (V, W) si cd produsul dintre un scalar si un operator

din Lg (V, W) este tot un operator din Ly (V, W).

Observatia 3.2.1 Multimea Lg (V, W) are o structura de K spatiu
vectorial impreuna cu cele doua operatii definite mai sus.
Acest lucru rezultd usor daca observam ca operatia de adunare (suma
operatorilor) este asociativa si comutativa. Mai mult, exista operatorul
liniar O: V > W, O(x) = 0, x €v, (numit operatorul liniar nul) care are
proprietatea cd O + A = A + O = A pentru orice A € Lg(V, W). De
asemenea, pentru orice operator liniar A € Lg(V, W), se poate defini
operatorul liniar opus "- A":
(- A)(x) = - A(x) pentru orice x € V.
Este usor de aratat ca - A este o transformare liniara si ca
A+(-A)=(-A)+A=0.

In conluzie (Lg(V, W),+) este grup abelian. In plus, se poate ardta

ca operatia de Tnmultire a operatorilor cu scalari satisface cele patru

axiome a) - d) din Definitia 1.1.3. (tema - verificarea axiomelor) .

3.3 Rangul si defectul unui operator liniar
Definitia 3.2.1 Fie V si W doua spatii vectoriale peste un corp comutativ

K si fie A: V. — W un operator liniar. Multimea Ker A =

{x € V: A(x) = 0} se numeste nucleul lui A (sau spatiul
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nul al lui A). Multimea ImA = {A(x) : x € V} se numeste

imaginea operatorului liniar A.

Propozitia 3.3.1 Submultimile Ker A si ImA ale lui V si respectiv W sunt

subspatii vectoriale ale lui 'V si respectiv W.

Demonstratie. Pentru demonstratie vom folosi Definitia 1.6.2. Se

observd ca pentru a demonstra ca submultimea Ker A este subspatiu
vectorial al lui V trebuie sd aratam ca x + y € KerA si ox € KerA oricare
ar fi x, y € KerA si ae K. Intr-adevar, daci x, y € KerA, atunci A(x) =0,
A(y) = 0, conform definitiei lui KerA. Pe de altd parte, A este operator
liniar s1i A(x +y) = AX) + A(y) =0+ 0 =0. Deci x + y € KerA. De
asemenea A(ax) = 0A(x) = 0 si axe KerA. Rezulta concluzia.

Analog se aratd cd ImA este subspatiu vectorial al lui W. Fie y, y, € ImA
si o K. Din definitia lui ImA, deducem ca existad x;, X, € V astfel incat
A(X1) = y1, A(X2) = yo. Deci y; + yo = A(Xy) + A(Xp) = A(X; + Xp) € ImA.
Aplicand din nou proprietdtile operatorului liniar A, avem oy; = 0tA(X;) =
A(ax;) € ImA. Deci y; + y,, Qy; € ImA, adica ImA este subspatiu vectorial

al lui W.

Definitia 3.3.2 Fie A € L(V, W). Dimensiunea subspatiului vectorial Ker

A se numeste defectul operatorului liniar A §i se noteaza
d(A). Dimensiunea subspatiului vectorial Im A  se

numeste rangul operatorului liniar A §i se noteaza r(A).

Propozitia 3.3.2 Fie A € Lg(V, W). Daca V este finit dimensional, atunci
ImA este finit dimensional. In plus
(3.3.1) r(A) + d(A) = dimgV.
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(Dimensiunea spatiului 'V este egala cu suma dintre
dimensiunea nucleului transformarii liniare A §i
dimensiunea imaginii lui A).
Demostratie. Notam n = dimgV. Fie B; ={e;, e; ..., €4a)} 0 baza in KerA
pe care o completdm (a se vedea Teorema 1.3.3) la o bazd B,= {e;, e, ...,
€d(A)> €d(A)+1s ---> €n} @ lul V. Observam ca daca d(A) = 0, atunci B, este
multimea vida. Vom arata ca B; ={A(eqa)+1), A(€qa2), --.» A(ey)} este o
bazd in Im A. De aici va rezulta imediat atat faptul ca ImA este finit
dimensional cat si relatia (3.3.1).
Din definitia lui Im A deducem ca, pentru orice y € Im A, exista x

€ V astfel incat y = A(x). Deoarece B, este o bazd in V, exista scalarii .y,

n d(A) n
Oy, ..., O, € Kastfel incat x = Y oe; =D e, + Y ae, . Atunci

i=1 i=1 i=d(A)+1

y= A =AY ae) + A Yae)= Al Yae)= Yaak,).
i=1 i=d(A )+ i=d(A)+1 i=d(A)+1

Deci Bs ={A(eqa)1), A(€aar2), ..., A(ey)} este un sistem de
generatori pentru /mA. Pentru a demonstra ca Bj; este baza, ramane sa
aratam ca B; este sistem liniar independent. Fie scalarii o, O, ..., Olhqa)
astfel incat

0 A(Cqay1) + 0A(EgA)2) + -.o F OlpgyAlen) = 0.
Tinand cont ca A este o transformare liniara, rezulta
A(0ueqcat + 0aay2 + .. + Olngaren) = 0.

sau, echivalent, 0\;€4a)+1 + 0€4ay2 + ... + OlpaaCn € Ker A.

Cum B, este o baza in Ker A, rezultd ca exista scalarii By, B, ...,

Baca) astfel incat
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Ai€4a)+1 + CoCqaye2 + ... + Olpga)Cn = Bier + P+ ... + Bd(A)ed(A)a
& U€aa)+1 + 0€4ayn2 + -+ Oy ga)Cn - Biey - Paes- ... - Bd(A)ed(A) =0.
Pe de alta parte, Bo={e;, €, ..., €4a), €da)+1> ---» €n} €Ste bazd In V, deci, in

particular, sistem liniar independent, de unde rezulta ca
O =0 = ... =Olyaa) = P1 =... = PBaa)=0.
In concluzie, B; este si sistem liniar independent, deci baza pentru ImA.
Acum este clar ca r(A) = dimg(Im A) = card(B3) =n - d(A),

sau echivalent, r(A) + d(A) = n. Demonstratia este completa.

3.4 Produsul (compunerea) operatorilor

Fie U, V si W trei spatii vectoriale peste acelasi corp comutativ K.
Daca Ae Lg(V, W) si B e Lg(U, V), se defineste produsul "AB" (notat si
AoB) prin

(AB)(x) = A(B(x)) pentru orice x € U.
Aplicatia AB: U — W este o transformare liniard (tema).

Sa consideram acum cazul U = V = W. Aplicatia Iy : V — V,
definita prin Iy(x) = x pentru orice X € V este in mod evident un operator
liniar si se numeste operatorul liniar identic.

Este clar ca IyvA = Aly = A, pentru orice A € Lg(V, V). Cand spatiul
vectorial V se subintelege, operatorul liniar identic se noteaza simplu L
Multimea Li(V, V), impreuna cu produsul definit mai sus, are o structura
de monoid (produsul operatorilor este o operatie bine definita pe Lg(V,
V), asociativa si cu element neutru). In concluzie (Lx(V, V),+, o) este un

inel necomutativ.
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Pentru orice transformare liniard A : V — V si orice orice numar

natural n > 2 se poate defini puterea A" :
A= AA™ cu conventia A' = A.

Datorita asociativitatii produsului operatorilor liniari, sunt valabile

urmatoarele reguli de compunere:
A"A™ = A™™ (A")™ = A™ oricare ar fin,me N,

Pentru o transformare liniara nenulda A (diferitd de transformarea

liniard nuld O) se considera prin conventie ci A” = 1.

Urmatorul rezultat este o consecinta directd a Propozitiei 3.3.2.

Propozitia 3.4.1 Fie n un numar natural i fie V si W doua spatii
vectoriale n - dimensionale peste un corp comutativ K. Pentru orice
operator liniar A€ L(V, W) urmatoarele afirmatii sunt echivalente

1) Ker A = {0y}

2)ImA =W

3) Operatorul A este nesingular.
Inainte de a incepe demonstratia, observiam ci proprietatea 1) (respectiv
proprietatea 2) ) a operatorului liniar A este echivalenta cu faptul ca A
este operator liniar injectiv (respectiv surjectiv). Intr-adevir, "A este
operator liniar injectiv" & "A(X)) = AXy) = X1 - X =0" & " AX| - Xp) =
0=x-x=0"< "Ker A ={0y}" iar "A este operator liniar surjectiv"
& "oricare ar fi ye W, exista xe Aal. Ax)=y"' & "ImA=W".
Demonstratie. Presupunem 1). Atunci d(A) = 0 si aplicand (3.3.1)
deducem ca r(A) = dimgV = dimgW= n. Deci ImA = W si rezulta 2).
Implicatia inversa rezulta asemanator. Deducem ca A este injectiv daca si
numai daca este surjectiv. Deci A este bijectiv si echivalenta dintre 3) si

1) este evidenta.
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Propozitia 3.4.2. Fie A € Ly(V, W) un operator liniar nesingular. Atunci
existd un operator liniar A” : W — V astfel incat AA" = Iy, si A”A = I.
Demonstratie. Faptul cd A: V — W este o aplicatie bijectiva (vezi
definitia operatorului nesingular) este echivalent cu faptul ca A este o
functie inversabild. Deci existd o altd functie A™": W -V ai AA" =1y
si ATA =1Iy. Raméne sa aratim ci A este un operator liniar.

Fie y;, yo € Wsi o, , o, € K. Deoarece A este surjectiva (fiind
bijectiva) rezultd ca existd x;, X, € V astfel incat y; = A(X) si y» = A(xy).
Atunci AM (y) = AT (AX)) =x:1 si AT (12) = AT (A(x2)) = Xp. Avem A
Uy + 0ys) = A (UARX) + 0A(K) = A (A(0ux + 00Xp)) = 0ux; +

0LXy =0ty A (y1) +0 A’ (y2). Deci Al este o aplicatie liniara.

Observatia 3.4.1 Dacd A € Lg(V,W) este un operator liniar nesingular,
atunci operatorul liniar A”, definit in propozitia de mai sus, se numeste
inversul operatorului liniar A. Se mai spune ca A este un operator liniar

inversabil.

Observatia 3.4.2 a) Multimea operatorilor liniari nesingulari din Lg(V)
coincide cu multimea elementelor inversabile ale inelului Lg(V), deci este
un grup (in raport cu produsul operatorilor liniari).
b) Operatorii liniari nesingulari A, B € Lx(V) au urmatoarele proprietati:
: AB este nesingular si (AB)'1 =B'A";
- Al este nesingular si ANH'T=A;
: dacd ae K, a# 0, atunci LA este nesingular si (OLA)'1 =o'A!
Daca A este nesingular, atunci putem defini A™ pentru orice numar

natural n prin formula A™ = (A™)". Este usor de vazut ci A™ =(A")".
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3.5 Matricea asociata unui operator liniar

In cele ce urmeaza vom considera doar spatii vectoriale finit
dimensionale. Fie V si W doua spatii vectoriale finit dimensionale peste

un corp comutativ K.

Definitia 3.5.1. Fie A € Li(V, W). Daca B={e,, e, ..., e,} este o bazd a
lui Vsi By ={f1, fo ..., fn} este 0o baza a lui W, atunci

matricea Mg, = (Ocij )131@, cu elemente din corpul K,
1<j<m

definita de relatiile

m
(3.5.1) A(e;) = J;aijfj pentru orice 1 <i <n
se numeste matrice asociatda operatorului A in perechea
de baze B si B;. In cazul in care A € Ly(V), se ia B; = B si
matricea asociata operatorului A in baza B (notata Mp)

va fi definita tot de relatiile (3.5.1).

Observatia 3.5.1. Matricea definiti mai sus este unic determinati. Intr-
adevar coordonatele (0, O, s, ..., OGim) ale vectorului A(e;) , 1€ {1,..,
n} in baza B, sunt unic determinate. In consecintd, matricea Mpp, =

(ocij )lsiSn , ale carei linii au drept elemente coordonatele (0, Oy, ..., Olim)

1I<j<m
corespunzatoare vectorilor A(e) (1 < i1 <n) in baza B, este unic
determinata. Reciproc, matricea Mpp; si relatiile (3.5.1) definesc un unic

operator liniar A € Lg(V, W). (Exercitiu)

Exemplul 3.5.1 Fie operatorul liniar A : R’ HR3, A(x) = (x; +2 x5, X2,

X1 —X2), X = (x5, X2) € R’ definit in Exemplul 3.1.1. Consideram perechea
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de baze B = {e;=(1,2), e;=(2,2) } si B; ={fi=(2, 1,-1), >r=(1, -1, 2), f5=(-
1, 2, 1) }. Matricea My g,, asociata operatorului A in perechea de baze B,
B, se obtine determindnd coordonatele vectorilor u=A(e;) = (5, 2, -1), v
= A(e;) = (6, 2, 0) in baza B,.

Folosind lema substitutiei determinam ug;=(16/7, 4/7, 1/7),

16/7 4/7 1/7
vei1=(18/7, 8/7, 2/7) si matricea de trecere este MB,B]:( j

18/7 8/7 2/7
Daca pentru acelagsi operator liniar A consideram perechea de

baze B’ = {E;=(1,0), E;=(0,1) }, B’; = {F;=(1, 0, 0), F,=(0, 1, 0), F3=(0,

0, 1) } vom observa cd matricea asociatd se schimbd. Intr-adevar A(E;) =

(1, 0, 1), A(E,) = (2, 1, -1) si coordonatele lor in baza B’; vor coincide

. 1 0 1 . . oA
cu componentele lor. Deci M :{2 | J. Este usor de vazut ca in
1 2
X
acest caz A(x)" =|0 1 |x" unde x" = ( ‘].
X
1 -1 g

Observatia 3.5.2. Fie K un corp comutativ si A : K — K" o
transformare liniard. Fie B,, respectiv B,,, baza canonica din K", respectiv
din K". (Reamintim c& baza canonici in K" este B, = {E, = (1,0...,0), E, =
(0,1,0,...,0),..., E; = (0,0,...,1)}, unde 1 este elementul neutru la operatia
de inmultire din K). Coordonatele unui vector (X, Xa, ..., X;,) din K™ in
baza canonica sunt de fapt componentele vectorului respectiv: (xy, Xa, ...,

Xm). Este usor de vazut ca liniile matricei M =(aij)lSiSn asociate

I<j<m
operatorului liniar A in raport cu perechea de baze B,, B, sunt date de
coordonatele vectorilor A(E,), A(E,), ..., A(E,) in baza B,,,. Daca x = (x,,
Xa, .., X,) este un vector din K", atunci A(x)T = MT(Xl, X0, oy XH)T, unde

. . . T o ..
indicele superior ~ desemneaza transpozitia.
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Exercitiu(generalizare a observatiei de mai sus) Fie A € Lg(V,W), xeV
Si B = {e,, e, ..., e,}, respectiv B;= {f1, >, ..., ful, baze in V, respectiv in
W. Daca My, este matricea asociata lui A in perechea de baze B §i By,
atunci (A(x)g;) T= MB,BITxBT, unde A(x)g; sunt coordonatele vectorului

A(x) in baza B; iar xg sunt coordonatele vectorului x in baza B.

Indicatie: Fie x = Z:xiei € V (x; eK pentru orice 1 <i <n) si fie Z:yifi (vi €K

i=l i=1

pentru orice 1 <1 < m) reprezentarea lui A(x) 1n baza {f}, f>, ..., fn}. Avem A(x) =

A(ixiei) = iXiA(ei)=ixi(iaijfjJ=Zn:ixi%fj =i( y Xi%)fj. De aici
i=1 i=1 i=1 = :

i=l j=1 j=1

rezulta concluzia.

I. Schimbarea matricei asociate unui operator liniar

Teorema 3.5.1 Fie A € Lg(V, W) si fie B, B’ (respectiv B;, B;’) doua
baze in V (respectiv in W). Daca L este matricea de
trecere de la baza B la baza B’ si M este matricea de
trecere de la baza B; la baza B;’, atunci

Mg g, (A) =L MB',BI'(A) M

Demonstratie. Fie B ={e;, e,, ..., e,}, B' ={g1, £, ..., g} bazeIn V,
B, ={f}, 5, ..., fn}, B, ={h;, hy, ..., h,,} baze In W si

M, (A)=(ocij)1§;5n, MB',BI'(A)z(Bij )<i<n matricele asociate lui A 1in

1<j<m I<j<m

perechea de baze B, By, respectiv B', B, . Fie L = (Kij )131311 matricea de
I<j<n
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trecere de la baza B la baza B' 51 M = (u )l<1<m matricea de trecere de la
I<j<m

baza B, la baza B, . Pentru orice 1 <i<n, avem

(3.5.2) A(g) = A( zzﬁej ) = z,zijA(ej) = Zzﬂ(zajkfk} (z ’ ka
j=1 j=1 j=1 k=1 =1
Pe de alta parte, pentru orice 1 <1 <n, avem

(3.5.3) A(g) = X.B;h; Zﬂu[ZﬂJk j = i(iﬂﬁﬂjkjfk

k=1 \_j=l

Datorita unicitatii reprezentdrii unui vector intr-o bazd, din relatiile

(3.5.2) si (3.5.3), rezulta ca ikijocjk =iﬁijujk pentru orice 1 <i<nsi 1
il il

< k <m, adicdi LM,, (A)=M,.,.(A)M. Inmultind la stinga cu M,

obtinem M, , (A) =L M., .(A) M.

Corolarul 3.5.1. Fie A € Ly(V). Daca B si B; sunt doua baze in V si C

este matricea de trecere de la baza B la baza B, atunci

My (u) =C M, (u) C'

Demonstratie. In Teorema 3.5.1 considerim B = B' §i B = B, si rezulta
concluzia.

Observatia 3.5.3. Reamintim aici cd doua matrice M si N de ordinul 7,
cu elemente din corpul K, pentru care exista o matrice inversabila C
astfel incat M = CNC' se numesc matrice asemenea. Avand in vedere
corolarul de mai sus, deducem ca matricele asociate aceluiasi operator

liniar A € Lg(V), in baze diferite sunt matrice asemenea.
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3.6 Valori si vectori proprii

Fie V un K-spatiu vectorial n-dimensional s1 A € Lg(V) un operator
liniar.
Definitia 3.6.1 Un vector x € V, x #0 se numeste vector propriu al

operatorului A daca exista A € K astfel incit

(3.6.1) A(x) = Ax.

Scalarul A € K se numeste valoarea proprie a lui A coresp-
unzatoare vectorului propriu x. Multimea valorilor proprii
ale operatorului liniar A se numeste spectrul operatorului A

si se noteaza cu o (A).

Propozitia 3.6.1 Multimea tuturor vectorilor proprii, corespunzatori valorii
proprii A, la care se adaugd vectorul nul Oy este un
subspatiu vectorial al lui V, notat V, . Acest subspatiu se
numeste subspatiul propriu corespunzator valorii proprii A.

Demonstratie. Observam ca A(Oy) = AQy. Deci V= {x € V, A(x) = Ax }.

Fie x,y € V) si a € K. Vom ardta ca x +y, ax €V,. Intr-adevar, folosind

proprietitile operatorului liniar A, avem A(X +y) = A(x) + A(y) = AX + Ay =

MX +y)si x +y eV, . Analog, A(ox) = o(AX) = (QA)X = (Ao)X = A (OX).

Deci ox € V;.
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Propozitia 3.6.2. Vectorii proprii ce corespund la valori proprii distincte
sunt liniar independenti.

Demonstratie. Demonstram prin inductie dupd n, n € N* cd vectorii proprii
X1, X2, ..., X, CcOrespunzatori valorilor proprii distincte 4, 4, ..., 4, sunt liniar
independenti. Daca n = 1 si x; # 0, atunci multimea {x;} este in mod evident
liniar independentd. Presupunand proprietatea adevaratd pentru n-/ vectori
proprii, vom ardta cad aceasta este adevarata si pentru n. Daca

(3.6.2) oxX;+ ObXxo+ ... + X, =0
este o combinatie liniard nula formata cu vectorii proprii xi, X, ..., X, atunci,
folosind proprietatile operatorului liniar A, obtinem succesiv A(04x; + Obx; + ...
+ ax,) = Oy, 0 A(x) + 0 AQ) + ... + O A(x,) = 0 si oy Adixg + 0 x + ..+
o, A,x, = 0. Inmultind relatia (3.6.2) cu -4, si adunand-o cu relatia de mai sus,

obtinem o, (4; - A)x1 + ... + O1(Ays - A)x,1 = 0. Deoarece 4; # 4; pentru

tott i #j,1i,je<{l,..,n} s xp, x5, ..., X,; sunt liniar independenti, conform
ipotezei de inductie, rezultd ca oy = o, = ... = &, .; = 0. Folosind din nou
relatia (3.6.2), deducem ca st o, = 0. Deci x;, x5, ..., x, sunt liniar
independenti.

Observatia 3.6.1. Din propozitia de mai sus rezultd imediat ca subspatiile
proprii V, , V, corespunzitoare valorilor proprii distincte A; # A, au in

comun numai vectorul nul.(Exercitiu).

Propozitia 3.6.3 Daca A;, Ay, ..., A sunt valori proprii distincte ale

operatorului A € Lg(V) atunci suma V, +V, +... +V, este

directa.
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Demonstratie. Fie x € V, +V, +... +V, . Pentru ca suma sa fie directa,
trebuie sa aratam cd x se scrie iIn mod unic ca o suma de vectori din V,,

i=1, .., k . Presupunem prin absurd cd x admite doua astfel de scrieri diferite.

Deci exista x;, y; €V,, i=1, .., k si 0o submultime nevida I ¢ {1,..., k} astfel

k k
incatx =) x, = > y;sixizyipentruiel, x;=y;pentruie {1,...,k} \1. De

i=1 i=1

k
aici deducemecd ) (x;-y,) =0y &

i=1

(3.6.3) > (x,-y;) =0y

iel

Observam ca pentru fiecare i € I, x; - y; este valoare proprie a lui V, .
Aplicand Propozitia 3.6.2, deducem ca { x; —y; , 1 € I } este sistem liniar

independent, ceea ce contrazice relatia (3.6.3). Deci scrierea lui x ca o suma

de vectori din V,, i = 1, .., k este unica si, in consecinta, suma subspatiilor

este directa.

Definitia 3.6.2 Fie Ac M,(K), K = R sau C. Matricea Xe M,;,(K), X # 0
se numeste vector propriu al matricei A daca FA € K
astfel incdt AX = AX. Scalarul A € K se numeste valoare
proprie a matricei A.
Daca A = (a;j)ij=1.n, X = (Xi)i=1,, $1 I este matricea unitate de ordinul n
cu elemente din K, atunci ecuatia matricealda . AX = AX poate fi scrisa sub

forma (A - AI )X = 0 sau, echivalent,
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(a,, —A)x,+a,x, +..+a,x, =0
a, x, +(a, —A)x, +...+a,, x, =0

(3.6.3)

Este bine cunoscut faptul ca sistemul de ecuatii liniare si omogene de mai

sus admite solutii diferite de solutia banald daca si numai daca

a, -4 a, .. a,
(3.64)  Pad) =der(A-Al)=|" @t Gl _g
anl an2 ann_ﬂ’

Polinomul P(A) definit de relatia de mai sus se numeste polinomul

caracteristic al matricei A iar ecuatia P(A) = 0 se numeste ecuatia
caracteristica a matricei A .
Propozitia 3.6.4. Dacd matricele A, Be M,(K) sunt asemenea, atunci

P4(A) = PAAD).
Demonstratie. Fie A, Be M,(K) douda matrice asemenea. Conform
Observatiei 3.5.3, existd o matrice Ce M,(K) inversabild a. 1. B = C'AC.
Atunci Pg(A) = det(B - Al ) = det(C'AC - AL ) = det[C'(A - ADC] = det(C™)
det(A - Al) detC=det(A - AI) =P o (A).

Din propozitia de mai sus rezulta ca polinomul caracteristic al

matricei asociate unui operator liniar A € Lg(V) nu depinde de alegerea

bazei spatiului vectorial V, dimgV = n. In consecinta putem introduce
urmatoarea definitie.

Definitia 3.6.3 Fie A € Li(V), dimxV = n. Daca B este o baza in V si M este

matricea asociata operatorului A in baza B, atunci numim
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polinom caracteristic al operatorului A, polinomul
caracteristic al matricei M (notat acum P4(A)).
Avand in vedere cele de mai sus, putem concluziona ca A este valoare

proprie a operatorului liniar A € Lg(V) daca si numai daca A este o radacina a

polinomului caracteristic P4(A) sau, altfel spus, daca A este radacind a

ecuatiei caracteristice a matricei M.

Definitia 3.6.4 Fie V un K-spatiu vectoria a.i dimgV = n si A € L(V). Fie A
o valoare proprie a operatorului liniar A. Dacd Ps(A)=(A -
A0)"O(A), me N si O(Ay) # O, atunci m se numeste
multiplicitate algebrica a valorii proprii Ay si se noteazd

mq(Ay). Dimensiunea subspatiului propriu V, corespunzator

valorii proprii Ay se numeste multiplicitate geometrica a

valorii proprii Ay §i se noteaza mg( Ay).

Propozitia 3.6.5 In ipotezele din definitai de mai sus, avem my(Ao)<m.(Ay).
Demonstratie. Fie vV, subspatiului propriu corespunzitor valorii proprii A,
a operatorului liniar A. Fie m = my(4y) si B1={ey, €, ..., en} 0 baza a lui V.

pe care o completam la o baza B={e;, €,, ..., €n, €ms1, ..., €} a lui V.

Observam ca A(e;) = Mer, A(er) = A€y, ..., A(en) = Aoem. Matricea asociata
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A 0 .. 0 a,, a,
0 A4, .. 0

operatorului A in baza B este de forma | 0 0 .. A4, a ., .. a,
0 O 0
0 0 .. 0 a ., .. a,

Acum este clar ca polinomul caracteristic asociat lui A este PA(A) = (A -

20)" QM) si m < my(ho).

Teorema 3.6.1 (Hamilton — Cayley) Daca A € M,(K), K = R sau C §i
PA(A) este polinomul caracteristic al matricei A, atunci
PA(A) = 0.
Demonstratie. Fie P 4 (1) = det(A - A) = aA' + e, A" + ... + a,,
polinomul caracteristic al matricei A. Din definitia matricei reciproce,

)

- - . * . .
rezulta usor ca reciproca’ matricei A4 - Al este

(A-AD*=B A" +B A"+ ...+BA+By,, Bie M/K)

si satisface relatia (A-AD - (A- AD* = det (A - A I sau, echivalent,
(A - Al) (A - AD* = Pa(A) I. De aici obtinem

? Reamintim aici ca pentru orice matrice A€ M,(K), matricea sa reciproca (notatd A*) se
obtine prin inlocuirea elementelor matricei transpuse ‘A cu complementii algebrici
corespunzdtori. (Complementul algebric al elementului a;; al matricei A este numarul (-
1)i+jyij, unde 7y; este minorul (determinantul) de ordinul n-1 al matricei A obtinut prin
taierea liniei i si coloanei j a matricei A). Este bine cunoscuta relatia AA™ = (detA) L.

110



Algebra liniara, geometrie analiticd si diferentiala

(A-AD) BoaA™ + Bo A" + .+ Bid+ By) = (@' + A + ... + a,)L.
Identificnd coeficientii polinoamelor in A, obtinem
agl = -B,; |oA"
al =AB,—B,l A"
al = ABuy—B,310A"
apl=AB; —ByloA
ad =AByloA
Inmultim pe rand relatiile de mai sus cu A" A" A4"% A si respectiv A’ =1
si adunandu-le obtinem ag4" + a A+ L+ aol = 0, ceea ce trebuia

demonstrat.

3.7 Operatori liniari diagonalizabili

Consideram spatiul vectorial n-dimensional V definit peste corpul

comutativ K. Fie A € Lk (V).

Definitia 3.7.1 Operatorul liniar A se numeste diagonalizabil daca exista o
baza B = {ey, ey, ..., e,} in spatiul vectorial V astfel incat
matricea corespunzatoare lui A in aceasta baza sa aiba
forma diagonala.

Propozitia 3.7.1 Operatorul liniar A este diagonalizabil daca si numai daca
exista o baza a spatiului vectorial V, formata numai din
vectori proprii ai operatorului A.

Demonstratie. Dacd A este diagonalizabil , atunci existda o baza
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B = {ey, ey, ..., e,} In raport cu care matricea asociatd A = (a;)ij=1, are forma
diagonald, adica a;; = 0, pentru toti i # j, i,j = 1,.., n. Deoarece A (¢;) = aje; ,
i=1,...,n,deducem cde; , i = 1,.., n sunt vectori proprii pentru A .

Reciproc. Daca {vy, vy, ..., v,,} este o baza a lui V, formata numai din vectori

proprii, atunci A(v;) = Av; , pentru toti i = 1,.., n si matricea asociata lui A in

A 0 .. 0
~ - 2/2 . . .o ~
aceastd baza esteD = . (Aici scalarii 4; € K nu sunt neaparat
0 O A

distincti.)
In conditiile teoremei precedente, matricele asociate operatorului

liniar A in diferite baze ale spatiului vectorial V se numesc diagonalizabile.

Teorema 3.7.1. Operatorul liniar A€ Lg (V) este diagonalizabil daca si
numai daca polinomul sau caracteristic are toate radacinile
in corpul K si dimensiunea fiecarui subspatiu propriu este
egala cu multiplicitatea algebrica a valorii proprii
corespunzatoare.

Demonstratie. Daca A este diagonalizabil, atunci exista o bazd B =

{el, ey, ..., ,} — V, formata numai din vectori proprii, in raport cu care

matricea asociata are forma diagonala D = diag(d;, ds, ..., d,). Polinomul

caracteristic al lui A este P4(A) = (-1)" (A - d))( A - dy)...( A - d,) si este clar
ca ecuatia caracteristica P,(4) = 0 are toate radacinile in corpul K. Deci toate
valorile proprii ale lui A sunt in K. Trebuie sa demonstram ca multiplicitatile
lor algebrice coincid cu cele geometrice. Descompus in factori primi,

polinomul caracteristic P4(4)  se scrie sub forma Pu(A) = (-1)"
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(A=A)" (A=A)™ ... (A-4,)"", unde m; eN',i= 1,..,p si Zp:ml. =n. Evident 4
i=1

1 = 1,..,p sunt toate valoarile proprii distincte ale lui A, iar, pentru fiecare i =
1,...p, m; este multiplicitatea algebrica a valorii proprii A, Fara a restrange
generalitatea, admitem ca primii m; vectori din baza B = {ey, ey, ..., €,}
sunt vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A, , urmatorii  m, lui

A etc. Rezulticd (e, e, ..,e,} CV, si m =myA)<dimVv,=

my(A;). Aplicand Propozitia 3.6.5, deducem ca m,(A;) = my(As). In mod
asemandtor se demonstreaza faptul ca multiplicitatile algebrice si geometrice
sunt egale si pentru celelalte valori proprii.

Reciproc, presupunem ca toate valorile proprii ale operatorului A sunt in K
si ca dimensiunea fiecdrui subspatiu propriu este egala cu multiplicitatea
algebrica a valorii proprii corespunzitoare. Fie 4 € K, i= 1,.., p, toate

valorile proprii (distincte) ale operatorului A, cu multiplicitatile algebrice m;

p
egale cu cele geometrice () ' m, =n, dimV, = m;. ). Considerim multimea
1

B = {e11, €12, ey €10, » €215 €225 ey €5 wees €pls oo €om, }, convenind ca B; = {e;,
€i2, .., €&, } sa formeze o baza in V,, i= 1,.., p. Ardtam ca B este sistem
liniar independent in V. Intr-adevar, fie o e + Oy €2 +...+ &, e, +

Opi€pr + ... +a,, e, =0y. Relatia de mai sus se mai scrie vi = 0-v; + (-1)-v,
P P

+...+ (-1)'vp, unde v; = Z%—% €V,,i=1,.,p. In mod evident vie S =
j=1

Vi + V4 +V, Pe de alta parte, vi = 1-v; + Oy + ...+ Oy. Deoarece S este

suma directa, conform Propozitiei 3.6.3 rezulta ca scrierea lui v, ca o suma
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de vectori din V, , i= 1,.., p este unicd, adica v; =v, =...= v, = Oy. Deci
Yae, =0,i=1,., psi am obtinut combinatii liniare nule formate cu
j=1

vectoril bazelor By, i= 1,.., p. Rezultad ca o;; = 0, pentru toti j = 1,..,m;, i= 1,..,
p. Deci B este sistem liniar independent in V. Familia B este baza in V caci

numadrul de vectori din B este egal cu dimensiunea lui V. Matricea asociata

A 0 .. 0
0 4 .. 0
. 0
0 0 .. A
operatorului liniar A in baz B este D =

A, 0 0
0 0 2 0
0 .
0O 0 .. 1

P

adica este o matrice diagonala. Deci operatorul liniar A este diagonalizabil.
3.8 Exercitii

1. Sa se cerceteze care dintre aplicatiile A: V> W
a) V=W =R A(x) = (x; + 2Xs, -X;), unde x = (x;, X) € R%.
b) V=W =R?% A(X) = (X,° + X, -X}), unde X = (X, X,) € R*,
c) V= Rz, W= R3, A(X) = (X + 2X,, -X| + a, X,), unde X = (X;, X») sl
aeR.
d) V=W={f:[a b] > R:fcontinui }, A(N(x) = [ f(t)dt pentru

orice X € [a, b].
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e) V =M,.(K), W =K, unde K este un corp comutativ, A(C) = trace

C= Z“:Cﬁ pentru orice matrice C =(c,)

i=l1

I<i,j<n

sunt operatori liniari.

R: Se verifica axiomele din definitia operatorului liniar (Definitia 3.1.1) sau conditia (*)
din Observatia 3.1.2. Raspunsurile sunt: a) da, b) nu ( pentru x = (1, 0), A(3x) = (9, -3) #
3(1,-1) = 3A(x)), c) A este operator liniar daca si numai daca a = 0 (daca A este operator
liniar, atunci A(0O, 0) = (0, 0, 0), deci a =0; reciproc, dacd a = 0 se verifica cu definitia ca

A este operator liniar) d) da, e) da.

2. Fie K un corp comutativ s1 A€ M, ,(K) o matrice al carei determinat este
nul. Sa se arate ca exista o matrice B € M, ,(K) nenula astfel incat AB = O

(matricea nula).

R: Consideram operatorul liniar u: M, ,(K) — M, ,(K), u(X) =AX pentru orice matrice X
€ M, 1(K). Presupunem prin absurd ca oricare ar fi matricea nenuld B € M, ,(K), AB # O.
Presupunerea este echivalenta cu Ker u = {O}, adica cu u injectiv. Deoarece M, ,(K) este
un spatiu vectorial de dimensiune finitd §i u este injectiv, rezultd ca u este bijectiv
(conform Propozitiei 3.4.1). Operatorul liniar u fiind in particular surjectiv, rezulta ca
existd o matrice X astfel incat u(X) = I, <=> AX = [,. Obtinem 0 = det(A)det(X) =

det(AX) = det(I,) = 1, ceea ce contrazice ipoteza.

3. Sa se determine nucleul si imaginea, precum si defectul si rangul pentru
urmatorii operatori liniari:

a) u: R’ > R u(x) = (X;+X, X, -X3), unde x = (X1, Xz, X3)

b) u: R’ > R’ u(x) = (x3+X,, X, -X3, X3), unde x = (Xi, Xz, X3)

c) u: R’ > R’ u(x) = (x3+X,, X, -X3, X3+X1), unde X = (X1, X», X3)

d) u: R’ > R’ u(x) = (x3+Xo, X, -X1, X1 - X»), unde x = (Xi, X,)
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e) u:R* > R, u(x) = (X;4Xy, - X -X|, 2X;+2X,), unde x = (X1, X5)
R: a) Ker u ={x: u(x) = (0, 0)} ={(x1, X2, X3) : (X1+ X2, X2 - X3) = (0, 0)}. Deci x = (X1, X2,

. . X +x, =0 o
x3) €Ker u & x; - x3 este solutie a sistemului { ! : . Sistemul este compatibil
Xy = X3 =

simplu nedeterminat: ludm necunoscuta secundara x3 = «Q, $i obtinem x; = -0, X = O.
Deci Ker u = {(-a, o, o): o €eR}. O baza in Ker u este datd de B; = {(-1, 1,1)}, deci
defectul lui u, adica dimg(Ker u), este egal cu 1. Pentru determinarea imaginii lui #, Im u
={ux): x eR3} = {ye R% existi x eR’ cu y =u(x)}, observam ca sistemul
X + X, =Y " . . . . 2 . .
este compatibil oricare ar fi y; si y,. Deci Im u = R, si rangul lui u este 2.
Xy =X37Y,
b) Ker u = {(0,0,0)}. Deoarece u este endomorfism pe un spatiu de dimensiune finita si

Ker u = {()R3 }, din Propozitia 3.4.1 deducem cd u este bijectiv si deci, Im u = R’.

Defectul lui u este 0, iar rangul este 3.

c) Keru = {(-a, a, o): o € R}. Pentru determinarea imaginii lui u observam ca
Imu={(y1, y2, y3) € R’, existd (x1, X2, x3) € R al. (x4 X2, X2 - X3, X3 + X)) =(y1, Y2,
y3) }. Sistemul X;+ X2 =yi, X2 - X3 = Y2, X3 + X; = y3 are solutie daca si numai daca y3 =
y1 — V2. Deci Imu = {(y1, y2, Y1 — ¥2) : ¥1, ¥2 € R}.

O bazd in Im u este B = {(1,0,1), (0,1,-1)}. Rangul lui u este 2 si defectul este 0.

d) Ker u ={(0,0)}, Imu = {(a, B, -B}: a, B € R}. Rangul este 2 si defectul 0.

e) Ker u ={(a,-a), & e R}, Im u = {(a, -a, 20}: a0 € R}. Defectul este 1 si rangul este 1.

3. Fieu:R" — R" un endomorfism care verifica relatia:

"4 ... +au+1=0,

au" +a,u"
unde a,, a,., ...,a;€R, I este operatorul liniar identic si O este operatorul

liniar nul. Sa se arate ca u este automorfism.
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R: Este suficient sa aratam ca u este injectiv (vezi Propozitia 3.4.1) sau, echivalent, ca
Ker u ={0}. Daca xe Ker u, atunci u(x) = 0, si ca urmare uk(x) = 0 pentru orice k > 1.

Tinand cont de relatia din ipoteza, se obtine I(x) = 0, adica x = 0.

5. Se considera operatorul liniar u : R* — R? care are proprietatea ci u(E;) =
(1, 8), u(E,) =(0,2), u(Ez) = (1,-1), unde B = {E,, E,, E3} este baza canonica
din R’ (E; =(1,0,0), E, =(0,1,0), E; = (0,0,1)). Se cere sa determine matricea
lui u in perechea de baze

B, ={(-1,0,0), (1, -1,0), (-1, 1, -1)}

B, =1{(0,1), (1,2)}

R: Conform Observatiei 3.5.1 existd un unic operatorul liniar u care Indeplineste

1 8
conditiile. Matricea lui « in perechea de baze canonice din R’ si R®este A=|0 2
1 -1

Matricele L, de trecere de la baza canonica din R’ la baza B, si respectiv M, de trecere

-1 0 O

0 1
de la baza canonici din R? la baza By,suntL ={ 1 -1 O |,M= (1 2] .
1 1 1
-6 -1
Matricea lui u in perechea de baze B, B, este LAM'=| 4 1
-1 =2

6. Si se determine operatorii liniari u : R> — R’ care satisfac conditiile u(v,)
= (99 _97 3), u(VZ) = (_7, 53 3)3 U.(V3) = (87 _11’ 4)’ unde Vi= (191,0)1 Vo = (19_
1,0), vz =(1,1,1). Sa se calculeze u(v) , unde v = (1, 2, 3).
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1 1 O
R: Deoarece |1 -1 0O = -2 # 0, {vy, Vo, v3} este o bazd In R’. Atunci, conform
1 1 1

Observatiei 3.5.1, exista un unic operator liniar u care indeplineste conditiile din enunt.
Determinim matricea lui u in baza canonica din R>: B = {Ei, E», E3}, unde E; = (1, 0, 0),
E, = (0, 1, 0), E3 = (0, 0, 1). Tinand cont ca daca x = (X, X2, X3)€ R3, atunci x = x;E; +

x2Bs + x3E3 s1 u(x) = xju(E) + xou(Ey) + x3u(Es), obtinem sistemul

u(E;) + u(Ey) = 9E, - 9E; + 3E3 u(E;) = E; - 2E; + 3E;
u(E)) - u(Ey) = -7TE; +5E; +3E; & u(E;) =8E, - 7E,
u(E)) + u(Ey) +u(Es) = -8E; - 11E; + 4E3 u(E;) =-E; -2E; + E3
1 -2 3
Dupa cum este usor de vazut, matricea lui u in baza canonicaeste A=| 8 =7 0.

-1 -2 1

Daca x = (x1, X3, X3)€ R3, atunci u(x) = (ATXT)T= (X1 + 8%y - X3, -2X1 - 7Xp -2X3, 3X1 + X3).

Ca urmare, u(v) = (14, -22, 6) pentru v = (1,2,3).

7. Se considera bazele B = {(-2, 1, 0), (-1, 1,0), (1, 1, 1)} si B, ={(1, 0, 1),
(1, 1, 0), (2, 1, 0)} in R, si transformarile liniare u;, u, : R® — R’. Daci

matricea lui u; in baza B este

-2

1
A= 1ar matricea lui u, in baza B, este A, = | .g 0
5 1

oo = N

-1
0
5

N
SN -

. . 1
sa se determine uy, Uy, U; + Up, UpUy, Up .

R: Matricea de trecere de la baza canonici din R’ la baza B, (respectiv la baza B,) este

-2 10 1 0 1
Ci=|-1 1 Of(espetivC,=|1 1 0}).
1 11 2 1 0
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Dacd L, respectiv L, sunt matricele lui u;, respectiv u; in baza canonicd, atunci A; =

2 1 1
C1L1C1'1, respectiv A, = C,LL,Cy ! In consecinta, L; = C1'1A1C1 = 3 5 4 |, iar
-22 11 -1
10 -1 13
matricea lui u, In baza canonica este L, = CZ'IAZCZ =|-14 3 —-21].Deci
-9 0 -12

u1(x) = (2x1+3%5-22X3, X1+5X+11X3, X1+4X2-X3),
uz(X) = (10x;-14x2-9x3, -X1+3X5, 13x;-21x,-12x3), pentru X = (X1, X2, X3).
Definitia sumei operatorilor liniari si Observatia 3.5.2 arata ca (u; + uz)(x) = uy(x) + ux(x)

= (LlTxT)T + (LZTXT)T =xL; +xL, =x(L; + L) = (L; + Lz)TXT. Deci matricea asociata

12 0 14
operatorului u; + uin baza canonica este L; +L,= | -11 8 —17].
-31 11 -13

Atunci (u; + w)(X) = u(X) + (X) = ( 12x;-11x,-31x3, 8X,+11Xx3, 14x;-17X5-13X3), X = (X4,
X2, X3). Rationand ca mai sus si folosind definitia produsului operatorilor si Observatia

3.5.2 rezultd ca ujur(X) = uy(ux(x)) = wa(x) L; = xI,L4. Astfel, matricea asociata lui upu;

-3 1 -7
in baza canonicaeste LjL, = | =76 12 —114 |, iar pentru x = (Xj, X2, X3),
—-365 55 -505

(wu)(x) = up(uy(x)) = (-3x; - 76x, - 365x3, X1+ 12X, + 55x3, - 7x; - 114x, - 505%3).
Daca X este matricea asociata lui uz'l in baza canonica, atunci X = Lg'l, caci
matricea asociata lui uz'luz, in aceeasi baza, este pe de o parte I iar pe de alta X1, ( X =
6/5 2/5 3/5

L), Cum Ly'=|-=7/10 1/10 —14/15 |, rezultd ci pentru x = (X1, X2, X3),
-9/10 -3/10 -8/15

6 3 3 14 8
W )(X) = (= Xj-— Xo-— X3, — X|+— Xo-— X3, - Xp-—
(w2 ) (x) (511021035110210351152153)
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8. Sa se afle valorile proprii s1 subspatiile proprii corespunzatoare pentru
operatorii liniari

a) u: R*> R, u(x) = (3x; + X5 + X3, X1 + 3%, + X3, X; + Xo + 3X3);

b) u: R’ > R, u(x) =( Xy + X3, X1 + X3, X1 + X2 );

c)u: R*> R, u(x) = (x7 + 2x, + 3X3, X0, 3X; + 2X5 + X3);

d) u: R’ = R, u(x) = (- 3%, + 2Xs + X3, -7X| + 4%, + 2X3, -5X; + 3%, + 2X3),

unde x = (X1, X2, X3).

311
R: a) Matricea asociatd operatorului u in baza canonicd este A=| 1 3 1 |. Ecuatia
1 1 3

caracteristica este (A-2)*(A-5) = 0 iar valorile proprii sunt A; = A, = 2, A; = 5. Rezolvand
sistemul u(x) = A;x, obtinem V, ={o-1,1,0) + B(-1,0, 1), a, B € R}. In mod

asemanator se obtine Vﬂg ={o(l,1,1), e R}.

0 1 1
b) Matricea asociati: A=| 1 0 1 |. Ecuatia caracteristica: (7»—2)(7u+1)2 = 0; valorile
1 10
proprii: A; = A, = -1, A3 = 2; subspatiile proprii V , Sirespectiv V, sunt aceleasi ca la
1 0 3
punctul a). ¢) Matricea asociatd: A=| 2 1 2 |; ecuatia caracteristica: (A-1)(A+2)(A-4) =
301

0; valorile proprii: A; = 1, A, = -2, A3 = 4; subspatiile proprii: V, ={a0,1,0), e R},
V, = {a(-1,0,1), € R}, V, = {1, 4/3, 1), o R}.

-3 -7 =5
d) Matricea asociatd: A=| 2 4 3 |; ecuatia caracteristica: (A-1)° = 0; valorile
1 2 2

proprii: A; = A, = A3 = 1; subspatiul propriu: V, ={a(-3,1,1), 0 eR}.

9. Sa se verifice dacd operatorii liniari definiti la Exercitiul 8 sunt

diagonalizabili si Tn caz afirmativ sa se scrie forma lor diagonala.
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R: a) Operatorul liniar u are toate valorile proprii reale si, In plus, multiplicitdtile algebrice ale acestora

coincid cu cele geometrice. Aplicind Teorema 3. 7. 1, deducem ca u este diagonalizabil. Matricea asociata

2 00
operatorului liniar u inbaza B = {e; = (-1, 1, 0), e =(-1,0, 1), e3=(1, 1, 1)} esteD=|0 2 0.
0 0 5

b) operatorul este diagonalizabil. Matricea asociati lui u in baza B = {e; = (-1, 1, 0), e2 = (-1, 0, 1), e3

-1 0 O
=(1,1,1)}esteD=| O —1 0]. ¢) este diagonalizabil. Matricea asociati lui u in baza B = {e; =
0O 0 2
1 0 O
0,1,0),e=(-1,0,1),e3=(1,4/3, 1)} {a(0, 1,0) ,x € R} este D=|0 -2 0O].
0O 0 4

d) operatorul nu este diagonalizabil.

10. Sa se cerceteze daca endomorfismele de mai jos sunt diagonalizabile in

cazul in care matricea asociata intr-o baza a spatiului de definitie este:

1 0 O 1
6 3 > 00 01 O 0
a) A= ,b)A=|0 0 3|, c)A=
3 6 00 1 =2
1 2 4
1 0 - 5

R: Se aplicd Teorema 3.7.1. a) Da. Matricea diagonala: j . b) Da. Matricea diagonala:

5 0 0
0 \/E +2 0 . ¢) Da . Matricea diagonala:

0 0 2-410

o O O O
S O = O 7 NN
S W
S = O O
o O
o O O O
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CAPITOLUL 4

SPATII VECTORIALE EUCLIDIENE/UNITARE

4.1. Produs scalar. Spatii euclidiene si spatii unitare-definitie

Definitia 4.1.1. Fie V un spatiu vectorial peste corpul K (K=R sau
K=C). Se numeste produs scalar pe V o aplicatie
<>:VxV oK
care are urmatoarele proprietati:
1. <x, x>=0 pentru orice x€V; <x, x>=0 < x = 0y.
2. <x+y, 7> =<x, 7>+ <y, z>pentruorice x, y, € V.

3. <Ax, y> = A<x, y> pentru orice AeK six € V.

4. <x, y> = < y,x> pentru orice x, y € V.

Perechea (V,<:,->) se numeste spatiu prehilbertian real dacd K= R,
respectiv complex dacd K= C. Daca V este un spatiu vectorial peste
corpul K (K=R sau K=C), inzestrat cu produsul scalar < -, - >, atunci:

1. doua elemente x si y din V se numesc ortogonale (si se
foloseste notatia x L y) dacd <x, y>=0.

2. spunem ca vectorul xe V este ortogonal pe submultimea nevida
A alui V sinotam x LA, daca <x, y>=0 pentru orice ye A.

3. doud submultimi nevide A si B ale lui V sunt ortogonale si se
noteazd A L B, daca <x, y>=0 pentru orice x€ A si orice ye B.

4. o familie {x;}ic; de elemente ale lui V se numeste sistem

ortogonal sau familie ortogonald daca <x;, x;> =0 pentru orice 1 # j, 1,j € L.
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5. un sistem ortogonal {X;}ic; se numeste ortonormat daca ||xj|| = 1
pentru orice i € 1.

Un spatiu vectorial real (respectiv complex), finit dimensional,
dotat cu un produs scalar se numeste spatiu vectorial euclidian (respectiv

spatiu unitar).

Observatia 4.1.1. Fie V un spatiu vectorial peste corpul K (K=R sau
K=C) inzestrat cu produsul scalar < -, - >. Atunci
1. <0, y> = <x, 0> = 0 pentru orice X, y € V. (Intr-adevir, aplicand

proprietatea 3 a produsului scalar pentru A = 0, obtinem <0, y > = 0;

tinand cont de proprietatea 4, rezultd < x, 0 > = <0,x >=0)
2. <ox + By, z> = 0< X, z >+ B < X, z> pentru orice o, B €K si x,
y, z € V. (Afirmatia rezulta din proprietatile 2 si 3 ale produsului scalar) .

3. <x, ay + PBz> = &<x,y>+ E<x,z>pentruoriceoc,BGKsi

X,y,z€ V. Intr-adevir, <x, oy + Bz>= <oy +Pz,x > =

a<y,x>+f<z,x> = a<y,x>+ P<z,x>= 0<x, y>+ P<x, z>.
4. Daca K = R, atunci <x, y> = <y, x> pentru orice X, y € V. De
aici rezultd <x, ay + fz> = < x, y > + B < x, z > pentru orice a, f €K

six,y,ze V.

Exemplul 4.1.1. 1. Spatiul vectorial real R" poate fi inzestrat cu produsul
scalar (numit produsul scalar standard sau canonic)

<X, Y>=Xy1+ X2 + oo+ XV
unde x = (X7, X2y «voy X)) SIY = (Y1, Y25 oer V)
2. In spatiul vectorial complex C" (K = C) se poate introduce produsul
scalar (numit produsul scalar standard sau canonic)

<X, YS=X; VI 4% Vot oo + Xy Vi
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unde x = (X1, X2, ooy X2) SIY = (V1, Y2, «vvs Yiu)-
3. Fie spatiul vectorial real C([a, b]) = {f : [a, b] - R | f continua }, (K

= R). Aplicatia <, . > C([a, b]) x C([a, b]) =R, <. g > = j.f(x)g(x)dx

este un produs scalar.
4. Consideram spatiul vectorial real M,(R)(multimea matricelor de

ordinul n €N’ cu elemente din R). Aplicatia <, . > M(R) x M, (R) —R,

<4, B> = Tmce(BtA) :iibﬁaﬁ , unde A= (Cl,'j)] <i, j<h §'l B= (bl])] <ij<h

i=l j=l
este un produs scalar.

5. In spatiul M,(C) peste corpul C se poate introduce produsul scalar

<A, B> = Trace( B_’A) :iil_)ﬁaﬁ , unde A= (a;j); < j< 51 B= (by); < j<n

i=1 j=1

4.2. Norma indusa de un produs scalar

Teorema 4.2.1. (inegalitatea lui Schwarz). Fie V un spatiu vectorial
peste corpul K (K = R sau K = C) inzestrat cu produsul
scalar <, ->. Pentru orice x, yeV, [<x, y>/ 2 <ex x> <Yy,
y> Egalitatea are loc daca si numai daca vectorii x si y
sunt liniar dependenti.

Demonstratie. Daca <x, y> = 0, inegalitatea este evidenta, deci putem

presupune <x, y># 0 (ceea ce implica x # 0 si y #0) . Pentru orice A € K,

avem <AX +y, AXx + y > >0, adica | A I <x, x>+ A <X, y> + X<y, x> +

<x,y>|

<y, y> = 0. Considerand A =t , t eR obtinem t* <x, x> + 2t |<x,

<X,y>
y> + <y, y>=20.
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Cum inegalitatea de mai sus are loc pentru orice t €R, rezultd ca
discriminantul A <0, unde A = 4|<x, y>|2 - 4<x, x> <y, y>. Deci
|<x, y>|* < <x, x> <y, y>.
Presupunem cd avem egalitate: |<x, y>|2 = <X, X> <y, y>. Atunci
discriminantul A = 4|<x, y>|2 - 4<x, x> <y, y> = 0. Ca urmare, exista tg
astfel incat t02 <X, x>+ 2t [<x, y>| + <y, y> = 0. Considerdnd A, =t

<X,y > _ —
w , obtinem | Ag | <x, x> + Ao<X, y> + Ag<y, X> + <y, y> >0
<X,y >

adica <Agx +y, Aox + y > = 0. De aici rezultd cd Apx + y = 0 sau,
echivalent, x si y sunt liniar dependenti.

Reciproc, daca x si y sunt liniar dependenti, atunci exista aeK astfel
incat y = ax, deci <x, y> = <x, 0x> = &<X, x>,

In consecinta, |<x, y>* = |o*|<x, X>|* =<xX, X><0X, 0X> =<X, X><Y, y>.

Definitia 4.2.1. Fie V un spatiu vectorial peste corpul K (K=R sau
K=C). Aplicatia ||: V. — R cu proprietdtile urmdtoare:
1. |x| =0, pentru orice x€V; |x|=0 < x = 0y.
2. |ex| = & |x|, pentru orice xeV si ax € K;
3. |x+y| <|x| + |y|, pentru orice x, yeV
se numeste norma pe V. Spatiul vectorial pe care s-a

definit o norma se numeste spatiu vectorial normat.

Teorema 4.2.2. Orice spatiu prehilbertian V peste corpul K (K =R sau K

= C) poate fi inzestrat cu o norma:

J/x [|= \<x,x> pentru orice x €V.
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Demonstratie. Verificam faptul ca || - || Indeplineste proprietatile unei
norme. Evident || x || = 0 pentru orice x €V, si || x || = 0 dacd si numai
dacd x = 0. Fie ae K si xe V, || ox |I> = <ox, ox> = o o<x,x> = |of” |||~

Fiex,yeV. Avem || x + y|F = <x + y, X + y> = <X, X> + <X, y> + <y, x>

+ <y, y> = <X, x>+ 2Re<x, y> + <y, y> < <X, x> + 2|<x, y>| + <y, y>
2 2
< <X, X>H+24<x,x><y,y> + <y, y> = |Ix[|" + 2[x]| Iyl + [yl
2
= (Il + liylD",

de unde obtinem || x +y || < ||x|| + ||yl| (inegalitatea lui Minkowski).

Observatia 4.2.1. 1. Daca V este un spatiu prehilbertian si ||-|| este norma
indusd de produsul scalar <, > de pe V (|| x || = m ), atunci
inegalitatea lui Schwarz se scrie

|<x, y>| < |Ix]| ||yll, pentru orice x, y € V.

2. Orice spatiu prehilbertian V este un spatiu metric, putind fi inzestrat cu

distanta definita prin d(x, y) = || x - y|| = \/< X—Y,X—y>.

pentru orice x, y € V. In virtutea acestei proprietiti se poate vorbi despre

siruri convergente si siruri fundamentale (sau Cauchy) in V.

4.3. Baze ortonormate

Propozitia 4.3.1. Fie V un spatiu prehilbertian (real sau complex). Orice
sistem ortogonal {x;, x, ..., x,} de vectori nenuli din V
este liniar independent.

Demonstratie. Fie scalarii o, 0y, ..., O, astfel Tncét

OX| + 0Xy + .. .+ 0,X, =0
Pentru orice 1 <j < n, avem <0,;X; + OpXy + .. .+ OX,, X> = 0 adica
o <Xi, X> + <Xy, Xj > + .. .+ O, < X,, X5> = 0. Din conditia de
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ortogonalitate deducem ca oy<x;, x; > = 0. Cum x; # 0, rezulta ca <x;, x; >

# 0, si deci o = 0 pentru orice 1 <j <n.

Definitia 4.3.1. O baza {e;}ic; a spatiului prehilbertian V se numeste
baza ortogonala daca este sistem ortogonal (adica daca
<e, e,>= 0 pentru orice i #j). Daca, in plus, [/ e/ =1
pentru orice i €I, atunci baza {e;}c; se numeste baza

ortonormata.

Teorema 4.3.1. (procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt) Fie V un
spatiu euclidian sau unitar i fie {v;, v, ..., v,} 0 baza in
V. Atunci exista o baza ortonormata {ey, ey, ..., e,}in'V

astfel incat pentru orice 1 <k < n, sistemele de vectori

v, Vo, ..., Wit si fes, e ..., e} gemereaza acelasi
subspatiu.
Demonstratie. Vom construi mai intdi o baza ortonormala {f, f, ..., f,}

in V astfel incat pentru orice 1 <k < n, sistemele de vectori {vy, v, ...,

v} st {fy, £, ..., fk} genereaza acelasi subspatiu. Baza cu proprieté‘gile din
enuntul teoremei se obtine din {fy, f,, ..., f,} definind e; = " ” fl, 1=1,..,n.

i—1
Luam f; = v; + > o.f
=l

if s 1 <1< n si vom determina scalarii o; (2<1<n, 1

<j<1i-1) din conditiile <f;, fi> =0, 1 #j. Folosim inductia dupd k. Pentru
k =1, avem f; = v; # 0, si deci {f,} si {e|} genereaza acelasi subspatiu.
Pentru k = 2, f, = v, + 0;f;. Conditia <f5, f; > = 0 conduce la

<V,,f, >

O = - .
<f,,f, >
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Cum f; = v; 51 f; = v, + 0y fy, rezultd ca f; si f, apartin spatiului generat de
{v1, v2}. Dect spatiul generat de {f}, f,} este continut 1n spatiului generat
de {vy, v»}. Reciproc, deoarece v, = f; si v, = f; - 0}, spatiul generat de
{v1, v»} este continut in spatiului generat de {fj, f,}. Sa presupunem ca
am construit vectorii fi, f5, ..., fy ortogonali doi cate doi §i ca, pentru orice

1 <1 <k, sistemele de vectori {vy, v,, ..., v} si {f, I, ..., fi} genereaza

k
acelasi subspatiu. Avem fi,; = Vi + 20, jf i iar relatiile <fy,q, fi> =
=

) ) : <Vy.,f > )
0, pentru orice 1 <1i <k, sunt echivalente cu 0y, ; = - %, 1<i<
<f. f >
1271

k. Numitorul <f;, f;> este nenul pentru 1 <1 < k. In caz contrar, spatiul
generat de vectori {f, f5, ..., fi} este egal cu {f}, f, ..., fi.,; } si, din ipoteza
de inductie, rezulta ca {vy, vy, ..., Vi} $1 {Vy, Vo, ..., Vi1 } genereaza acelasi
subspatiu. Deci v; se scrie ca o combinatie liniard de vectorii vy, va, ..., V.

1, ceea ce contrazice liniar independenta vectorilor vy, vy, ..., vi. Deoarece

k

fier = Vier + ZOLHLjfj si spatiile generate de {vy, va, ..., vi} 1 {f}, fo, ...,
j=I

fi} coincid, rezulta ca spatiul generat de {fi, f,, ..., fi;; } este continut in

spatiul generat de {vy, vy, ..., Vk41}. Incluziunea inversa se obtine tinand

k
cont de faptul ca vy, = fiyg - D0 +1,jf i iar spatiile generate de {vy, v, ...,
=l

vi} st {fy, fo, ..., fi} coincid. In consecinta , sistemul de vectori {f;, f,,
..., Iy} este sistem de generatori pentru spatiul vectorial V. El este si
sistem liniar independent fiind format din vectori ortogonali. Deci {f}, f,,

..., fa} este o baza ortogonald a lui V. Ca urmare, {ey, €, ..., €,}, unde
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1 ) )
e;= —f;pentruorice 1 <i<n,

I£:]
este o baza ortonormata a lui V cu proprietatea ca pentru orice 1 <k <n,

Vi, Vo, ..., vk} st {ey, €y, ..., €} genereaza acelasi subspatiu.

Exemplul 4.3.1. Fie spatiul vectorial R’ inzestrat cu produsul scalar

canonic (standard):

4

<X, y>: ZXiYi pen[ru'x = (xb X2, X3, .X4), y= ()’b y2, V3 y4)

i=1
Fie B= {v;, vy, v3, v unde v;= (-1, 2, 2, 1), vo= (-1, 1, -5, -3), v3 = (-3,
2,8,7),vs=(0, -1, 1, 0). Vom aplica bazei B procedeul de ortogonalizare
Gram- Schmidt (ca in demonstratia teoremei precedente). Avem

ﬁ =V = (']’ 2’ 2’ ])’][2 =V + a’,ZlfI

unde 0p; se determina pundnd conditia ca <f>, f;>= 0:
<v,f,>_ =10
<f.f,> 10

Decif, =v, + f; =( -2, 3, -3, -2). Mai departe, f; = v; + 05/f; + Cs3f>,

O = - =1.

unde 05; §i 0, sunt determinate de conditiile <f;, f;>= 0,1 =1,2:

<v,, f.> .
o3 = - — i f' , l=],2.

<f.f>

<v,, f, > __ﬂ_ 3

Efectudnd calculele obtinem o, = - = -
<fifi> 10

<v3’f2> — _ '26= ]591]“3 = V3 '3f1 +f2 = (-2, -], -], 2)

> = - =
32 <fofr> 26

Ultimul vector din baza ortogonala este f; = vy + OQyf; + Cpf> + Qysfs,
unde oy; sunt determinate de conditiile <f,, f;>= 0,1 =1,2,3:

<v,f >

a4':- ’
' <fif >

i=1,23.
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Efectuand calculele obtinem oy, = - veh> o0 _ 0, ap = -
<fif;> 10
<v4,f2> — '6_ 3 a _ <V4,f3> _ 0 _
—— =-—= —,0p3=-——" =-—=
<fofr> 26 I3 <f3f;> 10
4 4
Sify=vy4 +0f1+—f2+0f3—v4 +—fZ _(-— 373 _3)_

Baza ortonormata corespunzdtoare e, es, e, ey} se obtine luind

e; = ﬁﬁ,i=1,2,3,4. Decier = 1 L g \/5_0(-1, 2,2 1),

er = mfz - %(-2, 3,-3,-2), e;= "Tlgnfﬁ ﬁ (-2, -1,-1,2)

“= it =En G s s ) S wEn )
j_\/_(3 223)_£(3 2,2,3).

Teorema 4.3.2. Fie V un spatiu vectorial euclidian sau unitar finit
dimensional, dimgV = n, §i fie V, 'V un subspatiu al lui
V. Atunci exista §i este unic un subspatiu vectorial V, cV
ortogonal pe V; (V,.LV;) astfel incat V = V,@V,.
Suspatiul 'V, notat si le, este numit complementul
ortogonal al lui V.

Demonstratie. Fie B, = {e, e, ..., ey} 0 baza ortonormata a lui V.

Completam B; la o baza B ={ey, e,, ..., €m,...n} a lut V. Folosind

procedeul de ortonormare Gram Schmidt obtinem o baza ortonormata B'

={es, € -..5 €m, fmi1,-rfn} @ lui V. Notdm cu V, subspatiul generat de

familia {f..,...f.}. In mod evident V,+V, =V. In plus, Vi NV, =(0).

Intr-adevar, daca x € V; N V,, atunci exista x; € K, 1 = 1,..,n astfel Incat x
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m n
= Y x,¢; =y .x,f,. De aici rezultd cd avem o combinatie liniard nula,

i=1 i=m+1

> x;e; - y.x,f; =0, a vectorilor din baza B'. Acest lucru nu este posibil
i=1

izt
decat daca x; =0,1=1,..,n. Decix=0si V; "V, =(0). Prin urmare V =
V@V, si existenta complementului ortogonal a fost demonstrata.

Pentru a ardta unicitatea, consideram un alt subspatiu vectorial V3, V51V,
astfel incat V=V, ® V;. Fie v; € V3. Cum vz€ V;c V=V, ® V,, v3se
poate reprezenta unic sub forma v; = vy + v, cu v; € V; si V,. Din faptul
cd V; si V, sunt ortogonale pe V; rezultd ca v; - v, L Vysideci <v;- vy,
vi> =0, de unde < vy, vi> =0, adica v; =0. Tinand cont cad v;3 = v| + v,

obtinem v; = v, € V,. Analog se demonstreaza faptul ca V, c V;.

4.4. Operatori liniari pe spatii euclidiene sau unitare

Definitia 4.4.1. Fie V si W doua spatii euclidiene sau unitare i fie u : V
— W un operator liniar (transformare liniara).
Transformarea liniara u* : W — 'V definita prin

<u(x), y>= <x, u*(y)> pentruoricex € Vsiy e W,

se numeste transformarea adjuncta lui u.

Un endomorfism u : V. — V cu proprietatea ca uu* =
u*u = I (transformarea liniara identica) se numegste
operator unitar, daca V este spatiu unitar, sau operator
ortogonal, daca V este spatiu euclidian.

Un endomorfism u : V — V se numeste autoadjunct daca
u = u. In cazul in care V este spatiu euclidian, un
endomorfism autoadjunct se mai numeste endomorfism

simetric, iar in cazul in care V este unitar, un
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endomorfism autoadjunct se mai numeste endomorfism

hermitian.
Observatia 4.4.1. Transformarea adjuncta lui u este bine definita, in
sensul ca u’ eL(V). Intr-adevar, daci x, y,¥2€Vsia, BeK(K=Rsau
C) atunci <x, u' ( oy; + By2)> = < u(x), ay; + Py, > = a<u(x), y;> +
B <u(x), y»> = <X, Ocu*(yl) + Bu*(y2)>. In particular, sirul de egalitati de
mai sus are loc si pentru x = u'( oy, + By2) - ou’ (y) + Bu*(yz). In acest
caz avem <x,x> = 0, de unde x = 0, adica u*( ay; + By = Ocu*(yl) +

Bu'(y,). Demonstratia este terminati in virtutea Observatiei 3.1.2.

Propozitia 4.4.1. Fie V un spatiu euclidian sau unitar. Aplicatia
u—u [: (V) = L(V)]

are urmatoarele proprietati:

1. (u+ v =u+v; 2 (uvfk =vu;3 (u*)* =u

4. (av)" = au’, daca V este unitar; (o) = ou’, daca V

este euclidian

5. I = I(I este transformarea liniard identicd pe V)

6. 0" = O (O este transformarea liniard nuld pe V)

7. Dacd u este inversabil, atunci (u”')" = (u’)".
Demonstratie. Toate afirmatiile de mai sus rezulta prin aplicarea directa
a proprietatilor produsului scalar. De exemplu, in cazul proprietatii 1,
observam ca <(u + v)(x), y> = <x, (u + V)*(y)>, oricare ar fi x, y € V. Pe
de altd parte, <(u + v)(X), y> =<u(x) + v(x), y> =<u(X), y> + <v(x), y>

=<X, u*(y)> + <X, V*(y)> =<X, u*(y) + V*(y)> = <X, (u* + V*)(y)>.

Deci, pentru orice x, y € V, avem <x, (u + V)*(y)> = <X, (u* + V*)(y)>
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sau, echivalent, <x, (u + V)*(y) - (u* + V*)(y)> = (. ca si in observatia de
mai sus luim x = (u + v) (y) - (U + v )(y) si obtinem

<+ V) (y) - W +v)y), W+v)(y) - @ +v)(y>=0, de unde (u +
V)*(y) - (u* + V*)(y) = 0 pentru orice y. In consecintd, (u + V)* =u+v.

(Restul afirmatiilor sunt lasate ca exercitiu cititorului.)

Propozitia 4.4.1. Fie V un spatiu unitar (respectiv euclidian) si u : V=V
un endomorfism. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1. u este unitar (respectiv ortogonal);
2. uu=1I( transformarea liniara identica);
3. u pastreaza produsul scalar ( < u(x), u(y)> =<x, y>

pentru orice x, y € V);

4. fJu(x)/|= [|x[/pentru orice x € V ([[x[]= <X, X>);

5. u transforma orice baza ortonormata intr-o baza
ortonormata;

6. matricea A a lui u intr-o baza ortonormata, satisface
conditia A A=1 (respectiv, A'A = I).
Demonstratie. Este evident ca "1 = 2". Aratim ca "2 = 1". Dinu'u =1
rezultd usor ca u este injectiva, deoarece I este, in particular, injectiva.
Deoarece V este de dimensiune finita, rezultd ca de fapt u este un
operator liniar bijectiv. In consecintd, conditia uu=1Iimplici u” =u.
Prin urmare uu’ = uu”' =, si deci u este unitar (respectiv, ortogonal).
"2 = 3". Pentru orice X, y € V, <u(x), u(y)> = <x, u*(u(y))> = <X, y>.
"3 = 2". Pentru orice X, y € V, <x, y> = <u(x), u(y)> = <X, u*(u(y))> =
<x, u u(y)>. Deci, <x, u'u(y) - y> = 0 pentru orice x, y € V. In particular,

pentru x = u u(y) - v, obtinem < uu(y) -y, uu(y) - y> =0, de unde
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u u(y) - y = 0 pentru orice y e V. Deciu u = L.
"3 = 4", Pentru orice x € V, [Ju®)|* = <u(x), u(x)> = <x, x> = ||x||*.
"4 = 3". Daca V este unitar, atunci pentru orice X, y € V

<X, y>= (U)X + yIP* - lIx - ylP +illx + iyll” - i ]I - iyl?).

Deci, pentru orice x, y € V, avem <u(x), u(y)> = (1/4)( || u(x) +
uIP - 1l u) - u@)IP + il u) + i u)IP - i 1 ue) - i u)l’) = A4
ux + YIF - lue-pIF +ill ux +iy)ll* - il ux - iy) %) = (1/4) Clx + ylP
- % - yIF +illx + iyl - 1 1% - iyl®) = <x, y> . Dacd V este euclidian, atunci

<x, y>=(1/4) (Ix +yII* - |Ix - yII* ), oricare ar fi x,ye V.

Deci, pentru orice x, y € V, avem
<u(x), u(y)> = (1/4) ([l ux) + u)IP - [lu(x) - uI?) =
(174) (llu(x + PIF - [ux -pIF) =(1/4) Clx + yl1P - 1Ix - yIIF ) =<x, y>.
"3 = 5". Fie {ey, e, ..., €,} 0 baza ortonormata a lui V. Deoarece
<u(e;), u(ej)> = <e;, e> = 0 pentru i # j si <u(e;), u(e)> = <ej, e> =1,

rezulta ca {u(e;), u(e,), ..., u(e,)} este o baza ortonormata.

n
"5 = 3". Fie {ey, ey, ..., €,} 0 baza ortonormatd a lui V si fie x = Y x.e, €
i=l

Visiy =2y €V. Avem <u(x), u(y)> =<u(Xx;e;), u(xy;e;)>
i=1 i=1 i=1

n n —_ n _— n n [
=szi YJ <u(ei)’ u(ej)> ZZXi yi =szi y] <€, ej> =<X, y>

i i=1 i=1 j=1
"2 & 6". Fie B={e;, e,, ..., e,} o baza ortonormatd a lui V si fie A
matricea asociatd lui u in baza respectivd. Daca A = (ajj)i<jn €Ste

. . - . A . - *
matricea asociata lui u in baza B, atunci este clar ca <u (e), > = < ¢,

u(e))> = a; . Daca V este euclidian atunci a; = a;. De aici rezultd ca

. N T o . . o
matricea lui u in baza B este A" dacd V este unitar, respectiv A'daca V
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este euclidian. Relatia u'u = I este echivalenti cu A' A = I daci V este

unitar, respectiv cu A'A =1 daci V este euclidian.

4.5. Vectori si valori proprii pentru endomorfisme autoadjuncte

Teorema 4.5.1. Fie V un spatiu unitar. Daca u: V — V este un
endomorfism hermitian, atunci valorile proprii asociate
lui u sunt reale.

Demonstratie. Fie A o valoare proprie a lui u si fie x un vector propriu

asociat valorii proprii A. Avem

A= <u(x)x> _ <xu(x)> _ <ul®)x> _ A. Deci A €R.

<X, X > <X, X > <X, X >

Teorema 4.5.2. Fie V un spatiu unitar sau euclidian. Daca u: V —V este
un endomorfism autoadjunct, atunci vectorii proprii
corespunzatori la valorile proprii  distincte sunt
ortogonali.

Demonstratie. Fie x; si X, vectori proprii corespunzatori valorilor proprii

A1, respectiv A,. Avem A; <X, Xo> = <AiXj, Xo> =<u(X;), X;> = <X1, u(x,)>

= <Xy, }\42X2> = }\42<X1, Xp>= }\42 <X, Xp>. Daca 7\,1 * }\/Z, atunci <X1, Xp> = 0.

Teorema 4.5.3. Fie V un spatiu unitar sau euclidian. Daca u: V — 'V este
un endomorfism autoadjunct, atunci exista o baza
ortonormata a lui V formata din vectori proprii ai lui u.
Prin urmare, u este diagonalizabil.

Demonstratie. Presupunem cd dimensiunea lui V este n. Polinomul

caracteristic P,(A) asociat lui u admite cel putin o radacind complexa A,
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(eventual multipla de ordinul n). Deoarece u este autodjunct, conform
Teoremei 4.5.1, A, este reald (fiind valoare proprie). Valorii proprii A; i

corespunde un vector propriu e;. Putem presupune ca ||e;|| = 1 (eventual

inlocuindu-1 cu ﬁel) . Fie V;, complementul ortogonal al spatiului
€

generat de e, V, ={el}L. Subspatiul V, este invariant la u’.
intr—adevér, daca x € Vy, atunci
<u(x), ;> =<x, u(e;)> = <x, Me;> = A<x, ;> =0,

deci u(x) {el}L = V,. Dacd u; = u|V, este restrictia lui u la V, atunci u,
este un endomorfism autoadjunct. Fie e, un vector propriu de norma 1 al
lui u; (in particular, e, este vector propriu al lui u) . Deoarece e, € Vi,
rezultd ca e, L e;. Fie V, ={e,, ez}L. De asemenea V, este subspatiu
invariant al lui u. Consideram u, = u|V, si continuam procedeul. La
fiecare pas k se obtine un subspatiu Vi = {ey, e,, ...,ek}L invariant al lui
u, cu proprietatea ca e, L e; pentru orice 1 <1 <k-1. Dimensiunea lui Vi
este n - k (deoarece V = Vy @sp{ey, €, ...,ex}). Dupa n pasi se obtine o
baza ortonormata a lui V formata din vectori proprii ai lui u. Conform

Teoremei 3.7.1 u este diagonalizabil.
4. 6 Exercitii
1. Se considera spatiul vectorial real R* dotat cu produsul scalar canonic.

o . 4 o A~ o ..
Sa se determine vectorul x € R" de norma 1, care Tmpreuna cu vectorii

a=(1,0,1,-1)sib= (0, 1, 1, 1) formeaza un sistem ortogonal.

" Subspatiul V| cV este invariant la u € Lg(V) daca u(V,) c V,.
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R: Daca x = (X, X2, X3, X4), atunci, impundnd conditiile cerute, x|| =1,<x,a>=0,<

X, b > =0, obtinem sistemul x; + X3 - X4 =0, X2 + X3 + X4 =0, x12 + X22 + X32 + )(42 =0.
Primele doud ecuatii formeaza un sistem liniar §i omogen, compatibil nedeterminat,
cu solutiile X, =- o+ B, Xo = - 0. - B, X3 = 0, X4 = B unde o, P € R. Inlocuind aceste
solutii in ultima ecuatie a sistemului de mai sus, obtinem 30 + 3B* = 1. Ecuatiile

parametrice ale componentelor x;, i =1, 2, 3, 4 sunt x; = (1/ NE) )(cos @ - sin @) , X, = -

(1/4/3) (cos @ +sin @), x3= (1/+/3)sin @, x4 = (1/+/3 1/3)cos ¢.

2. Sa se demonstreze cd aplicatia<.,.>: CxC—>C,<z,,2,>=7 z,
este un produs scalar 1n spatiul vectorial complex C.
o« < 2 .
R: Seobservaca<z, z>= ||Z|| >0,iar<z,z>=0<2z=0.De asemenea < z;, z, > =

<Z,,z; > §i, cum liniaritatea Tn primul argument este un exercitiu simplu pentru

cititor, rezulta concluzia.

3. Sa se arate ca Intr-un spatiu vectorial complex, dotat cu produs scalar,
are loc identitatea 4< x, y > = ||x + y||2 - ||x — y||2 + i||x + iy||2 - i||x — iy||2 .
R: Avem ||x +iy||2 =<X+1y,X+1y>= ||x||2+ 1<y, x>-1<Xx,y>+ ||y||2 si analog

2 2 2
x| =[x+ <y x>+ <x y >+

||x—iy||2= ||x||2 i<y, x>+i<x, y>+ |y

? S |Ix = y||2 = ||x||2— <Y, X>-<X,y>+ ||y||2 Folosind relatiile de mai sus rezulta

I+

concluzia.

4. Sa se verifice dacd aplicatia< ., .>: C’xC*>C
<X,y>=x1y_l + X, y_l + X y_2 +X2y_2’
unde x = (X, X2), Y = (Y1, ¥2), X, Y € C2, defineste un produs scalar in

spatiul vectorial complex C>.
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2 —_ 2 . -
R: Avem<x,x>= |x1| + 2 Re x; X, + |x2 , unde am notat prin Re z partea reala a

numadrului complex z. Deoarece IRe x; X, | < ‘XIXZ‘ = |X1| |x2 ,esteclarci<x,x>2>

|X1|2 -2 [x [ x| + |X2|2= (x| - [x.p* 2 0.

Dacd < x , x > = 0, atunci, din inegalitatea de mai sus, rezulta ca |x 1| = |x2| =a.Pede
alta parte, daca scriem numerele complexe x; §i X, sub forma trigonometrica, avem X,
=a(cos @ +1 sin @), X, = a(cos T+ 1 sin 1), P, T € [0, 27) si 2 Re x; x_2 = 2a’ cos (-

T). Atunci < x , x >=0¢ 2a’cos (@-1)=- 2a° & ¢ - ©= 7. In cazul particular ¢ =

m,T=0,a#0,avem x = (-a, a) # Oc2 i < x, x> = 0. Deci aplicatia definitd mai sus nu

este un produs scalar pe C.

5. S4 se arate cd aplicatia <.,.>: C*x C* — C, <x, y> = 2x1y_1+ 3 xzy_Z,

unde X = (X1, X2), y = (Y1, Y2), X, y € C?, defineste un produs scalar in
spatiul vectorial complex C”.

Indicatie: Se verificd axiomele produsului scalar in maniera prezentatd la exercitiul

precedent.

6. Folosind procedeul de ortonormare Gram Schmidt sd se ortonormeze
sistemele de vectori liniar independente de mai jos:

a) {e;=(1,0,1),e=(2,1,-3),e3=(-1, 1,0)} cR’;

b) {e,=(,0,1,0),e,=(0,1,0,1),e5=(1,-1,0, I),e,=(1, 1, 1, -1)} <
R4;

c) {e=(1,1,1),e,=(1,2,0),e5=(3, 0,0} cR%;

d) {e1=@2, 1, e,=(1, )} cR”

R: a) In prima etapi se construieste un sistem ortogonal g, g, g3 Conform

procedeului Gram Schmidt, avem g; = e;. Cautdm g, de forma g, = e, + oe;, aeR

astfel incit < g, g > = 0. Obtinem & = -< &5, g >/|g, |- Deci o0 = 1/2 far g, = (5/2, 1,
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-5/2) . Alegerea lui g se face astfel incat gz =e; +og +P g si<gs g1>=0,<g3, &
>=0.Deaicirezulta . =-<ej3, g; >/||gl||2 =12,=-<e3, & >/||g2||2 =1/9si g3 =(-

2/9, 10/9, 2/9). Sistemul S = {gi/|g,

, &f ||g2||, g3/||g3||} este ortonormat. Deci S =

((/2, 0, 142 ), (546718, V61718, -56/18 ), (-/3/9, 5379, /3/9)}.

Procedand asemadndtor se vor determina sistemele ortonormate 1n cazul punctelor b) -
d). Astfel, in cazul punctului b) avem sistemul {(1/+/2, 0, 1/+/2, 0), (0, 1/+/2, 0,
1/42), (110, -2/710, -1/310, 2/410), /310, 17410, -2/410, -1/4/10)},
pentru c) obtinem {(1/+/3, 1/+/3, 1/4/3), (0, U2, - 1/32), @6, -1/46, -
1/ \/E )}, iar 1n cazul punctului d) avem sistemul ortonormat {(-1/ \/g , 2/ \/g ), (2/ \/g ,

1//5)}.

7. Fie V multimea CO([a, b]) = {f: [a, b] =R, f continua}, a, b e R.

a) Sa se demonstreze ca V impreuna cu operatiile de adunare a functiilor
si de inmultire a acestora cu numere reale capatd o structura de spatiu
vectorial real.

b) Fie pe C’([a, b]) o functie fixata in V, p(x) > 0 oricare ar fi xe [a, b].

Sa se arate ca aplicatia
b
<f,g> =] pfx)gx)dx

defineste un produs scalar pe V, numit produs scalar cu ponderea p.

Indicatie: a) Se verificd axiomele spatiului vectorial. b) Se verifica axiomele

produsului scalar.

8. Fie V| subspatiul vectorial al spatiului V = CO((a, b)), -x<a<b<x
format din toate polinoamele de orice grad cu nedeterminata x i
coeficienti reali. Este usor de vazut cd dacda p(x)eV, p(x) > 0 este o

pondere adecvata (adica p(x) este astfel incat integrala din formula de mai
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b
jos este convergentd), atunci formula < f, g >, = [ p)f(x)g(x)dx

defineste un produs scalar pe V. Sa se ortogonalizeze sistemul S = { f; =
1, £, = x, f5 = xz, f, = x3} folosind procedeul Gram Schmidt, daca
ponderea p si valorile a si b sunt cele de mai jos:

a) a=-1,b=1,p(x)=(1-x)%

b) a=0,b=00, p(x)=xe".

R: a) Alegem g; = 1. Construim g, = f, + ag; astfel Incat < g;, g >, =0. Avem o = -

1
< f2 g1 > /||gl||2. Deoarece < f3, g > = f x(1 - x3)%dx = 0 rezultd ca 2 = X.
-1

Urmatorul vector gz din sistemul ortogonal va satisface conditiile g; = f3 + ag; + Bgo,

2,B=—<f3, 25 >p /||g2||2

<g,8>=0,<g,g > =0 Decia=-<13 g > /||g1

1 1
Avem < fy, g1 >p= | xX(1-x)dx = 16/105, g =< g @i >= | (1-x)dx=
-1

-1
1 1

16/15, < f3, 2>y = | (1 -x)dx = 0si [g,[ =< g @2 >p = | ¥*(1 - x)dx =
-1 -1

16/105. Obtinem g3 = x> - 1/7. Analog g4 =f4 + ag; + Bg> + Y23, unde o0 = - < fy, g1 >
Nef=0,B=-<fu 2> /|, =1/3,7=-<fs, 25> /|g;|| = 0. Sistemul ortogonal

cautateste S'={ g =1, =%x, g3 = X2 - 1/7, g4 = x> - 1/3x}.
Polinoamele g, i = 1, 2, 3, 4 reprezintd primele 4 polinoame Jacobi

corespunzatoare ponderii p(X).

b)gi=1,g =10 +dg unde @ = - <1, g > /||g1 2, <f g1 >= .[ x%e™ dx =2,
0

||g1||2= <g, g >= T e dx=1.Decig=x-2. Avem g3 =f3 + ag; + fg cu o = -
0

< f3, g1 >p /||g1 2, B =-< f3, 25 >p /||g2||2, < f3, 21 >p =I X3e_X dx = 6, < f3, ) >p
0

S e— 38

X (x- e dx =12, g = | x(x- 2™ dx = 2. Deci g = x*- 6(x - 2) - 6= x°
0
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- 6x + 6. Analog se stabileste ca g4 = f4 + 0g; + g + yg3, unde o =24, f =-36, Y= -
12. Deci g4 = x> - 12x% + 36x - 24. Polinoamele g1, £, g3, g4 se numesc polinoame

Laguerre si formeaza sistemul ortogonal cautat.

9. Sa se determine adjunctul operatorilor liniari de mai jos relativ la
produsul scalar canonic:

a)f R R, fi(x,y,2) = (X+2y-2,X-y+2 X +2);

b) f,: R°— R, f(x, y) = (X + y, X - 2y, X + 3y);

) f3: R°= R f3(x, y) = (x + 2y, x);

d)f,: R*-> R, (X, y, 2z, ) =(X-y,y-2,Z2-t,1t-X).

R: a) Matricea A = (ajj); j= 1,2, 3, asociata lui f; In baza canonica B = {e; = (1, 0, 0), e

=(0,1,0),e3=(0,0, 1)} alui R3, este datd de relatiile u;(e;) = ajje; + ajper + ajzes, i =

1 1 1
1,2,3.DeciA=| 2 -1 0].Fie B matricea asociata lui fl* 1n baza canonica. Daca
-1 1 1

V, W € R3, atunci u;(v) = vA, fl*(w) =wB, <u;(v), w> = VvAw si <v, fl*(w)> =vB'w.
De aici si din definitia operatorului adjunct rezultd ca B = A", adica matricea asociati
lui fl* este AT. Acum este clar ci fl*(x, y,z)=(X,Y, Z)AT.

Deci f;: R®°— R, f;"(x, V,2)=(X+y+22X-y,-X+y+2).

b) £, RP— R% £, (x, V,Z)=(X+y+2z x-2y+3z);

O fi T R R (x, y) = (x +y, 2%);

d)f4*:R4—>R4,f4*(x,y,z,t):(x—t,-x+y,—y+z,—z+t).

10. Se considera spatiul vectorial R,[X] al tuturor polinoamelor, de grad
cel mult 2, In nedeterminata X, dotat cu produsul vectorial definit la
punctul a) al Exercitiului 8. Sa se determine adjunctul operatorului liniar
u: Ry[X] — Ry[X], u(f) =2f "' - 3f, unde f * este derivata polinomului f.

R: Se stie ca o baza a spatiului Ry[X] este {1, x, xz}. Dupd cum am aratat deja in

exercitiul 8, o bazd ortogonald a acestui spatiueste B'={ g =1, g2 =%, g3= x> - 1/7}.

141



Spatii vectoriale euclidiene/unitare

Ortonormdm aceastd baza si obtinem baza B = { g; = 15/16, g, = 105/16 x, g3
=2205/16 (x* - 1/7)}.

In aceastd baza operatorul u are matricea asociatd A = (aj);,j=1,2,3, unde u(g;) =
Q181 + apg + aings, i =1, 2, 3. Avem u(g;) = - 45/16, u(gy) = 105/16(2 - 3x), u(gs) =
2205/16 (- 3%+ 2% + 3/7). Deci ajp =< u(gy), g1 >p =-45/16, ajp =< u(g), g2 >p =0,
a;z=<u(g), g >p =0, a1 =< u(g), g1 > = 105/8, ax, = < u(g), g2 >p = -315/16, a3
=<u(g), g3 >p =0, a31 = < u(g3), g1 > =0, azx = < u(gz), g >p = 2205/8, az33 = <

-3/4 0 0
u(gs), g3 >p = - 6615/4. Obtinem A = 15/4| 7/2 -21/4 0 |. Deci matricea
0 147/2 441

asociatd operatorului adjunct u’ in aceeasi bazi va fi A",

Deoarece 1 = 16/105(7g;), x = 16/105g, iar x> = 16/105(1/21g3 + g1), deducem
ciu (ax®+bx +c¢)=16/105[a/21gs +a g +b g + 7 ¢ g] = 16/105[a/21 u'(g3) + (a +
7c) u'(g) + bu'(gy) | = 4/7[al21(441g3) + (a + Tc) (-3/dg + 1/2gy) + b(-21/4g, +
147/2g3)] = 6615/8(2a + Tb)( x* - 1/7) -45/112a - 45/16¢ + 105/16( 2a - 3b + 14c)x .
Deci u'(ax” + bx + ¢) = 6615/8(2a + 7b)( x> - 1/7) - 45/112a - 45/16¢ + 105/16( 2a - 3b
+ 140)x.

11. Sa se verifice daca operatorul f : R’ > R’ f(x, y, z) = (1/ V2x +
1/722, 56 /18x + /6 /18y - 54/6 /18 z, -3 /9% + 5~/3 /9y +~/3 /92)

este ortogonal.

. o e . N PR . 3
R: Matricea asociatd operatorului in baza canonici din R’ este A =

142 576718 —+/3/9
0 J6/18  5v3/9 |. Deoarece AT = A™! se deduce c intr-adevar operatorul

142 -5J6/18  /3/9

feste ortogonal (vezi Propozitia 4.4.1).
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CAPITOLUL 5

FORME BILINIARE SI PATRATICE

5.1 Forme biliniare

L. Definitia formei biliniare. Matrice asociata.

Fie V si W doua spatii vectoriale peste corpul numerelor reale R.

Definitia 5.1.1 O aplicatie B : Vx W — R care indeplineste conditiile de
mai jos pentru orice x;, x;€V, y;, y» €W & [ €R se
numeste forma biliniara.

a) B(x; + xz, y1) = B(x1, y1) + B(x, y1);
b) B(ax;, y1) = aB(x;, y1);
c) B(x;, y1 + y2) = B(xy, y1) + B(xy, y2);
d) B(x;, ay;) = aB(x;, y1)-

Observatia 5.1.1. 1) Conditiile a), b), ¢) si d) de mai sus sunt echivalente
cu conditiile

a)' B(ax; + Bxz, y1) = aB(xy, y1) + BB(x2, y1);

b") B(xi, oty; + Py2) = 0B(x1, y1) + BB(X1, y2);(Tema)
2)B(O,y)=B(x,0)=0oricarearfixeV,y e W. Intr-adevir din definitia
de mai sus rezultd ca pentru x €V, fixat aplicatia y —»B(X, y) definita pe

W cu valori reale este un operator liniar. De asemenea, daca fixam y e W,
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atunci aplicatia x —B(x, y) definitd pe V cu valori reale este tot un

operator liniar. Din Observatia 3.1.1 b) rezultd concluzia.

Exemplul 5.1.1. Se considera aplicatiile
a) B: R xR >R B(x, y) = x;y; - 3x2y2 + 2X395 +X3y4 unde x =
(X1, X2, X3), ¥ = (Y1, Y2, V3, Y4);

b) B: R°XR* —R, B(x,y) = x;y; - X3’ y2 + 3%5y3, ¥ = (y1, Y2, y3)-

Sa se verifice daca aplicatiile de mai sus sunt forme biliniare.
Rezolvare: Se constata ca sunt verificate conditiile a') si b') din
Observatia 5.1.1, deci B(.,.) este o forma biliniara. b) Fie o =2, xy = (0,
1, 0), yo = (0, 1, 1). Avem B(& xy, yyg) = - 4 in timp ce & B(xy, yp) = -2.
Deoarece B(« xy, yo) # & B(xy, y), rezulta ca nu este indeplinita conditia
b) din Definitia5.1.1 si B(.,.) nu este o forma biliniara.

Fie acum B = {u;, uy, ...,u,} obazain V si By = {wy, wo, ...,wy} 0
baza in W. Dacd x = §u; + Euo +...4&u, €V siy = {iwy + (ow,
+...+8,w, €W, atunci B(x, y) = B u; + &uy +...+Eu,, §iwy + Sows
+...+C,w,). Tindnd cont de proprietatile a') si b') ale formei biliniare,
avem succesiv B(x, y) = & B(uy, {w; + {owy +...48,wy) + E:B(us, {iw; +

Cows +...48wy) + ... + EBuy, §iwy + Howy +... 40w, &

B(x,y) = ii &B(u;, wj).

i=1 j=I

Notand a;=B(u;, wj),1=1, 2,...,n,j =1, 2,...,m, obtinem

G.1.1) Bx,y)=2Y a;&d;

i=1 j=1

Definitia 5.1.2 Matricea A = (a;); = 1, j = 1.m definita mai sus se numeste

matricea asociata formei biliniare B(.,.) in perechea de
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baze B si B, iar elementele a; se numesc coeficientii

formei biliniare in aceeasi pereche de baze.

Observatia 5.1.2. a) Expresia matriciald a formulei (5.1.1) este

B(x, y) =EAL’,

unde § (respectiv C) este matricea linie (§; &,...E,)( respectiv (§; &,...00).
b) Daca V = W, atunci se considera aceeasi baza B = {u;, u, ...,u,}
pentru V si W, elementele matricei asociate formei biliniare fiind a; =

B(ui, uj)a laJ = 1, 2,...,11.

Exemplul 5.1.2. Se considera forma biliniara definita in Exemplul 5.1.1.
Sa se determine matricea asociata acestei forme biliniare in perechea de
baze B={u;=(1,1,2), u,=(1,3,0), us =(-2,0,0)}, in R, 5i B, = {w,
=(1,1,1,1),w,=(1,1,2,0), ws=(1,-1,0,0), wy=(3,0,0,0)}, inR".

Calculam a;; = B(u, wy) =1-3+4+2=4,a;,=B(u;, wy) = 1-

4 2 0 3
3 +4+ 0 =2 etc. §i obtinem matriceaA =|-8 -8 10 0
-2 -2 -2 -6

Observatia 5.1.3. Existd o corespondentd bijectivd intre multimea
matricelor A € Mx(R) si multimea formelor biliniare definite pe VxW,
unde dimgV = n si dimgW = m. Intr- adevir, daca B(.,.) este o forma
biliniarad definita pe V x W si (B, B)) este o pereche de baze (B in V si B,
in W) fixata , atunci am vazut mai sus ca formei biliniare B(.,.) 1 se
asociaza Tn mod unic o matrice Ae M,,,,(R). Reciproc, daca Ae M, ;,(R)

A = (@) = 1,n, j = 1.m, atunci definim aplicatia B : Vx W — R, B(x, y) =

S a; &G, unde (&1, &, ..., &) si respectiv (§;, &y, ..., Co) sunt

i=1 j=I
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coordonatele vectorilor x si respectiv y in bazele B si B,. Functia definita

mai sus este o forma biliniara (exercitiu).

Observatia 5.1.4. Fie B : R"xR™ —R, B(x,y) = ii aij Xiyj, X = (X1, X,

i=1 j=1

ey Xn), Y = (Y1, Y25 ---» Yn), O forma biliniara. Dacd B si respectiv B; sunt
bazele canonice in R" si R"™, atunci matricea asociatd formei biliniare in
perechea de baze aleasa este A = (a;)i = 1nj = 1.m, adica elementul a;; al

matricei A este de fapt coeficientul lui x;y; din expresia formei biliniare.

Exemplul 5.1.3. Matricea asociata formei biliniare de la exemplul

precedent in perechea formatd din bazele canonice din R’ si respectiv R*

1 0 0 0
esteA=|0 =3 0 0.
0O 2 01

II. Schimbarea matricei asociate cand se schimba bazele

Ca si 1In cazul operatorilor liniari, se pune problema determinarii
legaturii intre matricele asociate formei biliniare in perechi de baze

diferite. Astfel, avem teorema de mai jos:

Teorema 5.1.1 Dacd A = (a;)i = 1, j= 1m $I A = (Aj)i = 10, j = 1.m SUNL
matricele asociate formei biliniare B(.,.) in perechile de
baze (B, B'), (B;, B,'), diferite si M, respectiv P sunt
matricele de trecere de la baza B la baza B; in V si

respectiv de la baza B' la baza B;'in W, atunci

(5.1.2) A=MAP
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Demonstratie. Fie B = {u;, u, ...,u,}, B' ={u,", u,, ...,u,'} baze in V si
B, ={w, wo, ...,wn}, B;'={w;, W), ...,w,,'} baze in W.

Conform definitiei matricei asociate unei forma biliniare B(.,.),
avem A;; = B(u/, wj) = B(myjuy +...+ mypu,, pjiwi + ...+ pjmWm). Folosind

proprietdtile a) - d) din Definitia 5.1.1 obtinem

7hij =22 mirpjkB(ur, LNEDIDY m;arkPjk-

r=1k=1 r=1k=1
Deci A;; este elementul de pe linia i si coloana j a matricei M A P

Demonstratia este completa.

Exemplul 5.1.4 Sa se rezolve problema de la Exemplul 5.1.2 folosind
formula (5.1.2).

Este cunoscuta matricea A asociata formei biliniare B(.,.) in perechea de
baze canonice ale spatiilor pe care aceasta este definita (vezi Exemplul
5.1.3). Pentru a determina matricea asociata formei in perechea formata
din bazele de la Exemplul 5.1.2, este suficient sa determinam matricele
care dau schimbdrile de baze in spatiile R’ si R’. Astfel, conform

definitiei matricei de trecere, si respectind notatiile din Teorema 5.1.1

1 1 1 1
b2 1 1 2 0
avemM=| 1 3 0|siP=
1 -1 0 0
-2 0 0
30 00
4 2 0 3
Aplicam formula (5.1.2) si avem A =|-8 -8 10 0
-2 -2 =2 -6

Observatia 5.1.5 Daca V = W si M este matricea schimbdrii de baza 1n
spatiul V atunci formula (5.1.2) devine

A=MAM".
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III. Forme biliniare simetrice.

Definitia 5.1.3 Spunem ca forma biliniara B(.,.) definita pe V x'V este o

forma biliniara simetrica daca B(x, y) = B(y, x).

Observatia 5.1.6 Dacd B(.,.) este o forma biliniard simetricd definita pe
V X VsiB = {u,u, ...u,} este o bazd in V, atunci a;; = B(u;, u;) = B(u;,
u;) = a; oricare ar fi i, j = 1,..n. Deci matricea asociatd formei biliniare
B(.,.) intr-o baza oarecare B a spatiului este simetricd. Din Observatia
5.1.3 rezulta ca este adevarata si afirmatia reciprocd, adica daca matricea
asociatd formei biliniare B(.,.) intr-o baza a spatiului V este simetrica,

atunci forma biliniara este simetrica.

Exemplul 5.1.5 Sa se verifice daca aplicatiile de mai jos sunt forme
biliniare simetrice:
a) B: R’ xR’ >R, B(x, y) = 2x;y; + 3x;y2 - 2x;y3 +3x2y2 -4X3y3,
unde x =(x;, X5, X3), ¥ =(¥1, y2, y3);
b) B: R’XR’ >R, B(x, y) = x;y; + 3x;y2 - x;y3 43Xy, + 3 X2y, -
X3Y1 - 4X33,
c) B: R’X R’ >R, B(x, y) = x;y; + 3x;y2 - X;y;3 +3X22 + 3yX>-
ViX3 - 4x3y; + 1.
Fie B = {E,, E>, E;}, baza canonicd in R’. a) Deoarece B(EL,E,) = 3 iar
B(E,, E;) = 0 si B(EL,E,) #B(E,, E;), rezulta, conform definitiei de mai
sus, ca B(.,.) nu poate fi o forma biliniara simetrica.

b) Aplicatia B(.,.) este o forma biliniara (Exercitiu). Matricea

1 3 -1
asociata formei in baza canonica este A = | 3 3 0 | si, deoarece este
-1 0 -4
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simetricd, deducem, conform observatiei de mai sus, ca forma biliniara
este simetricd.

d) Aplicatia nu este forma biliniara deoarece 3 = B(2E,E;)#
2B(ELE;) = 4 si nu avem satisfacuta conditia de omogeneitate in primul

argument.

Exemplul 5.1.6 Si se determine forma biliniard simetricd definitd pe R’

XR3, a carei matrice asociata in baza B = {u; = (1, -1, 2), u, = (1, -3, 0),

1 -2 0
us; = (3, 0, 0)} este A = |-2 3 0|. Sa se gaseasca expresia formei
0O 0 O

A A . . 3
biliniare in baza B, respectiv in baza canonica a lui R".

Daci x = Euy +Eus + Eus, y = Guy +Guy + GuseR’, atunci se stie cd

3 3
B(xy) = XYY a; & Expresia formei biliniare in baza B este B(x,y) =

i=1 j=1

&8 - 26,8 - 2868 +388,. Deoarece matricea M de trecere de la baza B

1 -1 2
la baza canonicd este datd de formula M' = |1 -3 0|, aplicam
3 0 0

formula (5.1.2) pentru a determina matricea A asociata formei biliniare

0 O 0
simetrice in baza canonica §i obtinem A = |0 1/3 1/2|. Daca x = x,E,
0 1/2 2/3

+x:E, + x3E5 vy = yE; +yE, + ij_gERS, unde E,E; E; sunt vectorii

bazei canonice, atunci B(x, y) = 1/3 x;y, + 1/2x5y; + 1/2 x5y, +2/3 x3y3.

Definitia 5.1.4 Spunem ca forma biliniara simetrica B(.,.) definita pe V x

V este pozitiv definita daca B(x, x) > 0, oricare ar fi x
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eV, x #0. Forma este negativ definita daca B(x, x) < 0,

oricare ar fix €V, x #0.

Definitia 5.1.5 Forma biliniara simetrica B(.,.) definita pe V X V este
pozitiv (respectiv negativ) semidefinita daca B(x, x)= 0,
(respectiv B(x, x) <0) oricare ar fi x €V i exista x #0

astfel incat B(x, x) = 0.

Definitia 5.1.6 Daca forma biliniara simetrica B(.,.) definita pe V X V nu
este nici pozitiv, nici negativ semidefinita atunci spunem
ca este nedefinita.

Exemplul 5.1.7 Forma biliniard simetricid B: R° xR’ — R, B(x, y) = x;y;

+3xy, + 4x3y3, X = (X5, X2, X3), ¥ = (Y1, Y2, V3) este pozitiv definita

deoarece B(x, x) = x12 + 3x22 + 4)c32 20siB(x,x) =0 &x,=x=x3=0.

In acelasi mod se verificd faptul ¢d forma biliniard simetricd B: R® xR’

— R, B(x, y) = - x;y; - 2x;y, - 4x3y; este negativ definita. Daca vom

considera forma biliniard simetricd B: R* xR’ — R, B(x, y) = x;y; -3%:y>

+ 4x3y; se constata ca B((1,0,1),(1,0,1)) = 5 > 0, in timp ce

B((0,1,0),(0,1,0)) = -3 < 0. In acest caz forma nu este nici pozitiv, nici

negativ semidefinita, ci este nedefinita.

5. 2 Forme patratice. Reducerea la forma canonica

I. Forme pitratice. Definitie. Proprietiati. Matrice asociata.

Fie B : V XV — R, o forma biliniara simetrica, unde V este un
spatiu vectorial real.
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Definitia 5.2.1 Aplicatia A: V — R, definita de formula A(x) = B(x, x) se
numegste forma patratica asociata formei biliniare
simetrice B(.,.). Forma biliniara B(.,.) se numeste forma

polara a formei patratice A.

Propozitia 5.2.1 Exista o corespondenta bijectiva intre multimea
formelor patratice definite pe spatiul vectorial V  si
multimea formelor biliniare simetrice definite pe V x'V.
Demonstratie. Faptul cd fiecdrei forme biliniare simetrice B(.,.) 1 se
asociazad in mod unic o forma pdtratica, rezultd din definitia de mai sus.
Pentru a demonstra afirmatia reciprocd, vom demonstra mai 1ntai ca intre

o forma biliniard simetrica si forma patraticd asociata exista relatia
1
(5.2.1) B(x,y) = > [AX +y) - A(x) - A(y)].

Intr- adevar, AX+y)=Bx+y,x+y) =B(x,x)+2B(X,y) + B(y, y) =
A(x) + 2B(x, y) + A(y) si, de aici, rezulta concluzia. Deci fiecarei forme

patratice i se poate asocia o forma biliniara.

Exemplul 5.2.1 a) Sa se determine forma patratica asociata formei
biliniare simetrice B: R> X R* = R, B(x, y) = x;y; + 2X;y2 + X;y;3 + 2x2);
- 3%y + X3y; + 4x3y3, X = (X1, X2, X3), ¥ = (V1. Y2, ¥3). b) Dacd A: R® R,
A(x) = 2x7 + 33X 2%, + x5 X = (x5, X2, X3) este o forma patratica, sa
se determine forma sa polara.

R: a) A(x) = X+ dxxs + 2xx5 + 4xi b) Forma polara este B(x,y) =
%[A(x +y) - A(x) - A(Y)] = xiy1 + 3/2x1y2 - X1y3 + 372291 - X391 + X33,

conform relatiei (5.2.1).
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Definitia 5.2.2 Forma patratica A: V — R este pozitiv definita (respectiv
negativ definita) daca forma sa polara este pozitiv
definita (respectiv negativ definita). Analog se definesc
notiunile de forma patratica pozitiv semidefinita
(respectiv negativ semidefinita) sau de forma patratica

nedefinita.

Observatia 5.2.1 Definitia de mai sus poate fi reformulatd astfel: "Forma
patraticd A este:

- pozitiv (negativ) definitd < A(x) > 0,( A(x) <0)xeV, x #0;

- pozitiv (negativ) semidefinitd < A(x) = 0,( A(x) £ 0) xeV si
existd x € V, x # 0 astfel incat A(x) =0.

- nedefinita daca ia atat valori pozitive cat si valori negative."

Ca si in cazul formelor biliniare simetrice, se pune problema
asocierii la fiecare forma patraticd A: V — R a unei matrice Intr-o baza B

a spatiului vectorial real V.

Definitia 5.2.3 Se numeste matrice asociata formei patratice A: V — R

in baza B a spatiului V, matricea asociata formei sale
polare in aceeasi baza.

Daca B = {uy, uy, ...,u,} este o baza in V si B(.,.) este forma polarda

a formei patratice A(.) si x = §u; + &uy, +...4&,u, €V, atunci A(X) =

B(x, x) = ii a;; &€, conform relatiei (5.1.1). Expresia de mai sus se
i=1 j=1

scrie matricial astfel

(5.2.2) A(x) =EAE',
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unde A = (a;)ij-1.. $i & este matricea linie (§; &, ...E,).
Relatia (5.2.2) poate fi folositd pentru a calcula mai usor forma
polard a unei forme patratice. Astfel, deoarece a; = a; oricare ar fi 1, j =

1,..,n, avem

(5.2.3) ARK) =3 a &12+2Z1 a;; E;.
1= L=
i<j

Facem urmatoarea observatie utila:

- elementele a;;, i = 1,..,n, de pe diagonala matricei asociate formei
polare sunt chiar coeficientii termenilor ce contin & din formula formei
patratice;

- elementele a;; 1, j = 1,..,n, 1 < j, de sub diagonala matricei asociate,
sunt egale cu 1/2 din coeficientii termenilor ce contin £&;, i <j.

- elementele de deasupra diagonalei matricei asociate sunt egale cu
cele de sub diagonald deoarece matricea asociatd este simetrica: a; = ajj 1,

j=1,..n.

Exemplul 5.2.2 Dacd A: B> — R, A(x) = 3x,” + 2x,° - x5* + x4° + 3xx; -
2X1X3 +2X5 X3 - XoXs5 + X4Xs5, X = (X7, X2, X3, X4y X5) €Ste 0 forma patratica, sa
se determine forma sa polara.

Matricea asociatd formei pdtratice in baza canonicd a lui R’ este

3 3/2 -1 0 0
3/2 2 1 0 -1/2

M=| -1 1 -1 0 0
0 0 0 1 1/2

0O -1/2 0 1/2 O

Deci forma biliniara simetrica B(.,.), a carei matrice asociata in

baza canonica este cea de mai sus, este
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B(x, y) = 3x;y; + 3/2x1y2 - X1y3 3/2x2y1 + 2X2y2 + X2y3 -1/2%3y5 - X3y,
+ X3Y2 - X3V3 + X4y4 + ]/2X4y5 - ]/2X5y2 + ]/2X5y4.

I1. Reducerea la forma canonica a unei forme patratice

Definitia 5.2.4 Se numeste forma canonica a unei formei patratice A: 'V
— R, unde V este un spatiu de dimensiune n, orice

scriere a acesteia intr-o baza B a lui 'V de forma
(5.2.4) Ax)= Y &P unde & i=1,...n
i=1

sunt coordonatele vectorului x in baza B.

O intrebare fireascd, pe care ne-o punem in legaturd cu de definitia
de mai sus, este urmatoare: Data fiind o forma patraticd A definita pe V,
existd totdeauna o baza B a spatiului V astfel incat, in aceasta baza,
expresia formei patratice sd fie cea canonica ( adica cea datd de relatia
(5.2.4))? Transpusa in limbaj matriceal, Intrebarea poate fi reformulata
astfel: Existd totdeauna o matrice diagonald D = diag(ocl,ocz,...,ocn)*)
asemenea cu matricea simetricd asociata formei patratice A ntr-o baza
oarecare a spatiului V?.

Asa cum se va vedea mai jos, In cazul in care V este spatiu

vectorial euclidian, raspunsul la aceste Intrebari este pozitiv.

*
Convenim si folosim notatia diag(o,00,...,0t,,) pentru matricea de ordinul n care are pe

diagonala scalarii o;,05,...,0, celelalte elemente fiind egale cu 0.
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A. Metoda vectorilor si valorilor proprii

Bazindu-ne pe rezultatele  stabilite 1n sectiunea dedicata

operatorilor autoadjuncti, putem demonstra teorema de mai jos.

Teorema 5.2.1 Daca V este un spatiu euclidian real de dimensiune n §i A
V.= R este o forma patratica, atunci exista o baza
ortonormata in V pentru care matricea asociata formei
patratice este diagonala.

Demonstratie. Consideram B = {ey, e,,...,e,} 0 bazd ortonormata in V.

Matricea A asociata formei patratice Tn aceasta baza este simetrica.

Consideram operatorul liniar f : V — V a carui matrice asociata in
baza B este chiar matricea A. Deoarece matricea A este simetrica rezulta
ca operatorul liniar f este autoadjunct (exercitiu).

In aceasta situatie, se cunoaste faptul ci existi o alti bazi
ortonormata B'= {f, f,,...,f,} In care matricea D asociata lui f are forma
diagonald D = diag(o;,00,...,0,) ( vezi Teorema 4.5.3.).

Daca M este matricea de trecere de la baza B la baza B' atunci

avem urmitoarea relatie intre matricele D si A: D = MAM'. Deoarece f;

n
= Z mye;, oricare ar fii=1,...,n, si B' este baza ortonormata rezultd ca
j=

n
8ik = <fl, fk> = Z ml]mk] . i, k = 1,.. 1.
j=1

Ultima relatie se scrie matricial MM' = I. Deci M = M"". Atunci

relatia dintre matricele D si A devine D = MAM". Din Teorema 5.1.1 se

)
O matrice care indeplineste aceasta conditie va fi numitd matrice ortogonala .
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deduce cd D este de fapt matricea asociatd formei biliniare polare a
formei patratice A in baza B'. In concluzie, forma patratica A este in

forma canonica in baza B'.

Teorema demonstratd mai sus ne asigurd cd, in spatii vectoriale
euclidiene, orice forma patratica poate fi adusa la forma canonica.

Pentru a determina efectiv baza ortonormata B'.in care forma
patratica are forma canonicd, facem trimitere la demonstratia Teoremei
4.5.3.care arata ca baza B' este formata din vectorii proprii de norma 1 ai

matricei A, iar elementele de pe diagonala principald a matricei D sunt
valorile proprii ale matricei A.

Din acest motiv metoda de reducere la forma canonica a unei
forme patratice bazatd pe teorema de mai sus se numeste metoda

vectorilor si valorilor proprii sau metoda transformarilor ortogonale.

Exemplul 5.2.3 Sd se aducd la forma canonicd forma pdtraticd A: R —
R A(x)=3 x12 + 2 x22 + 2 x32 + 2X1X> -2X1X3 +2X5 X3, X = (X}, X2, X3).

Se observa ca matricea asociata formei pdtratice in baza canonica

este
3 1 -1
A=|1 2 1
-1 1 2

Valorile proprii ale acestei matrice sunt solutiile ecuatiei det(A-Al)
= 0. Rezolvand aceastd ecuatie obtinem A; = \3+2, 4, =3, A3 =2 -4/3.

Pentru a gdsi vectorii proprii corespunzdtori valorii proprii A; , i
=1, 2, 3 se rezolva ecuatia vectoriala A x' = Ax", unde x" = (x; X2 X3).

Pentru A; = \J3+2 obtinem sistemul compatibil, simplu nedeterminat
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3X, +X, —X; =X,
X, +2x, + X, =x, . Multimea solutiilor acestui sistem este
- X, +X, +2X; =X,

v, ={a (-73 - 1, -1, 1),eR). Deci un vector propriu de normd 1

corespunzdator valorii proprii A =] este vy =

\/_+1 1
\/6+\/_ \/6+\/_ \/6+\/_

). In mod asemandtor se obtine un vector

propriu v, =( ) de norma 1 pentru valoarea proprie A, =

J_J_

J3-1 1
\/6\/_\/6\/_\/6x/_

ortonormata B' cautata este formata din vectorii v;, v,, v3. Matricea M de

Pentru A; = -J3+2 avem v; =( ). Baza

trecere de la baza canonica (in care forma biliniara are asociatd

matricea A) la baza B' este

V3+1 1 1
Vo412 e+v1z e+ 12

M = 0 1 R

V2 V2

-1 1
Jo-v12 o2  e-+12

Aplicand formula (5.1.2) rezulta ca, in baza B', matricea asociatd

J3+2 0 0
formei patratice este D = 0 3 0 |.Daca & i =1, 2, 3 sunt
0 0 2-+3

coordonatele vectorului x in baza B', atunci expresia formei patratice in
aceastd bazd este A(x) = (N3 +2)E7 + 3E° + (2 - 3)&ES

Legatura intre coordonatele din baza B §i cele din baza B’ fiind
datd de formula & = M'x" (cdci am tinut cont de faptul cid M este matrice

ortogonala). Deci
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& = 341 X7+ L L_x
= i 2 - 3
6+/12 6+/12 V6++12

1 1
fz ==X+ —=Xx3

J2 V2
J3-1 1 1

53 = Xy - X2 - X3.

6—+12 6—+/12 6—+/12

B. Metoda lui Gauss

Teorema urmatoare ne asigurd de existenta formei canonice a unei
forme patratice in cazul mai general in care, eliminand ipoteza ca spatiul
V este dotat cu produs scalar, presupunem doar cd V este un spatiu
vectorial real.

Facem observatia ca aceastd teoremd poate fi extinsa si la cazul
unui spatiu vectorial peste un corp oarecare, dacd admitem cd forma
patraticd si respectiv forma sa polara iau valori Intr-un corp comutativ K

oarccarc.

Teorema 5.2.2 Daca V este un spatiu vectorial real de dimensiune n §i A
.V = R este o forma patratica care nu este identic nula,
atunci exista o baza B in V pentru care matricea asociatd
formei patratice este diagonala.

Demonstratie. Fie B = {uy, u,,...,u,} o baza a spatiului vectorial V si fie

A = (ajj)ij =1, matricea asociatd formei In aceastd baza.
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n n
- . 2
Dacd x = xju; + XoUp +...+Xu, € V atunci A(X) = 3 a; Xy +22 a5
i=1 ij=1
i<j

xiXj, conform formulei (6.3.3). Deoarece A(.) nu este identic nula, exista
cel putin un coeficient a; # 0. Deosebim doua cazuri:

a) Existd 1 €{1, 2, ...,n} cu proprietatea a; # 0. In acest caz,
folosind proprietatea de asociativitate a adunarii vectorilor,

al) se grupeaza toti termenii ce contin scalarul x; astfel:

2
A(X) = Q5 X + 22111 XX + 22112 XXy +... + 2aﬁ_1 XiXi.1 + 2aﬁ+1 XiXis1 F-...

n n
2
+2a;, XX, + Z a; X" +2 Z agj XgX;.
k=1 K, j=I
k#i k<j.k=#i,j#

n n
- - 2 . -
Daca notam R(x) = 3 ai X" +2 > a4 XX;, atunci se observa
k=1 k,j=I
k=i K<jk=i, ji

ca aceasta aplicatie este tot o forma patratica, care nu mai depinde de X;.
Mai mult, dacd se considera restrictia R,” a acestei forme, la
subspatiul lui V generat de familia B - {e;}, atunci R; este o forma

patraticd (exercitiu) definita pe un spatiu de dimensiune n-1.

ii—

1
1X1-|'...+ X1 + Xip1 F+... +

ii a ii a ii

. a..
Obtinem A(x) = ay [x; + 2x; (a—1 it

a’in

Xn)] + Ri(%).

1

a2) se formeaza un patrat perfect folosind toti termenii ce contin X;

sl avem succesiv:

. a,_ aj, .
AX) = a; (x5 + %Xl L B O L B S I

ii ii ii ii

sk
) R; : V; =R, Ri(x) =R(x), unde am notat cu V; subspatiul lui V generat de B - {e;}.
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A a,, A .
T L B s L B 2—l“xn)2+Ri(x) si

ii a ii ii ii

iy

a. i a4 a, 2
AX) =a; (X + 22X+ X A X+ X)) -
ii ii ii ii
R de R _ Qi Qg
+ R;1(x), unde R; j(Xy, ..., Xi-1,Xjs15. .0, Xp) = (a_Xl +...+—X t

i a 1 a 1

Xi+1

a.
+...+ =&

xn)2 + Ri(x) este 0 noud forma patratica definita pe V;.

ii

a3) Se face schimbarea de coordonate

Gi1 = Xiu1,

Gi= 20X+ o+ X + X+ — Xy +e. + X,
1 1 1 1

C_,i+1 = Xi+1,

Cn = Xy
Matricea M, de trecere de la baza B la baza B', in care vectorul x

are coordonatele de mai sus, se poate obtine din relatia

1 .. 0 O 0 .. O
0 1 0O O 0
1 a, i i a,
MO ==L L = :
aii aii an an

0 1
o .. 0 o0 o0 .. 1

In baza B', forma patraticd A se va scrie A(x) = a; §” + R (&, ..., G,

Ci+19 ey Cn)

Daca forma patraticd R;;(.) este Tn formd canonicd, atunci am

obtinut forma canonica pentru forma A(.), baza cautata fiind B'.
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Daca R;;(.) nu este in forma canonica, atunci algoritmul continud
cu aducerea la forma canonica a acestei forme pdtratice, respectiv cu
pasul al) daca suntem in conditiile cazului a) sau cu pasul bl) daca
suntem in cazul b), ce va fi expus in continuare.

In cazul in care este necesard aducerea la forma canonici a formei
patratice R;;(.), noua schimbare de coordonate, fiind efectuatd pentru
subspatiul V;, nu va afecta coordonata C;, care suferd doar o redenumire.
Se va constata ca, la fiecare aplicare a pasilor bl) si al) -a3), respectiv
al) - a3), dimensiunea spatiului pe care este definita forma patratica, ce
trebuie adusa la forma canonicd, scade cu cel putin o unitate. Deci, intr-un
numar finit de pasi, algoritmul se incheie cu obtinerea formei canonice a
formei patratice A(.).

Daca M,, M,, ...My sunt matricele de schimbarea a coordonatelor
obtinute la pasii Py, ..., Py atunci matricea de schimbare a coordonatelor
(&1,...,En) In coordonatele finale (Ty,..., T,) este M = MM, ..M, iar
matricea de trecere de la baza B la baza in care forma patratica este in
forma canonica este (MT)'I.

b) Nu existd nici un indice i € {1, 2, ...,n} astfel incat a; # O.
Atunci existd indicii 1, j € {1, 2, ...,n}, 1 # ], pentru care a;; # 0.

bl) Se face schimbarea de coordonate x, = i, pentru k #1, j si

C_,i = 1/2(X1 + Xj),
C_,j = 1/2(X1 - Xj).

Matricea schimbarii de coordonate este
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1 .0 .. 0 .. 0
0 1 .. —1 0
M;={0 .. 0 .1. 0 0
0 1.1 0
0 .. 0 .. 0 ..1

iar matricea de trecere de la baza B la noua baza B' este (MIT)'I. Expresia
formei patratice in baza B' este A(x) = 2aij(C12 - CjZ) +.... si este clar faptul
ca dacd in acest moment nu am obtinut deja forma canonica, putem

continua cu aplicarea cazului a). Demonstratia este completa.

Exemplul 5.2.4 Sd se determine forma canonicd a formei patratice A: R’
—R, A(x) = -3x12 + 2)622 - x32 + x42 + 3X1X2 -2X1X3 +2X2 X3 - XoX5 + X4X5, X
= (X1, X2, X3, X4, X5).
Deoarece a;; = -3 #0, suntem in cazul a) din demonstratia teoremei de
mai sus. Conform pasului al), avem
A(x) = -3[x)2 +2x,(-1/2x, + 1/3x3)] + 2X5° - X5° + Xi +2%2 X3 - XoXs5 + X4Xs.

Completdnd patratul perfect de la punctul a2) avem

A(x) = -3(x; -1/2x, + 1/3x3)* + 3(-1/2x, + 1/3x3)*+
2x22 - x32 + x42 + 2 X5 X3 - XoX5 + X4X5 Sau

A(x) = -3(x; -1/2x3 + 1/3x3)* -2/3 x5° + 11/4x5° + X° + X2 X3 - XoXs5 + X4

Facem schimbarea de coordonate
(5.2.5) Vi=Xx;-12x; + 1/3x3, yi=x,1=2,3,4,5
si obfinem A(x) = -3y, + Ry(y2, y5, Yo y5) = -3yi° -2/3 y5* + 1114y, "+ v/
+ V2 V3 - ¥2Vs5 + V4vs. Procedeul continua cu reducerea la forma canonica

a formei patratice Ry(.). Avem Ri(ya, V3 Vo V5) = vi© +2y4(1/2ys) -2/3 yi* +
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11/4y7" + Y2 y3 - yoys = (ya +172ys) -14ys>-2/3 y5*+ 11/4y,°+ y2 y3 - yoys
si facand o noua schimbare de coordonate
(5.2.6) 4=Ys4+12ys, 2=y, i =1, 2, 3, 5 obtinem
Ri(y2, 3, Y4 ¥5) = 2l 1425203 i+ 114+ 225 - 2ozs = 24 + Ra(z2, 2,
Zs5). Grupdnd termenii ce contin 7s avem
Raz, 73, 25) = -1/4(z5+2 252 22) -2/3 25 + 11/42°+ 2523 = -1/4(z5+ 2 2)
+ 1 5/4Z22 -2/3 z32+ 23 23.FFacem schimbarea de coordonate
(5.2.7) ts=z5+22,t=2z,i=1,2,3,4
si obtinem Ry(2p, 73, z5) = -1/4ts° + 15/4t° -2/3 t5°+ 1, t; = -1/415° + Rs(1,
13). In continuare observam cd Rs(ty, t3) =15/4] t22 + 2t,(2/15 t3)] -2/3 t32
= 15/4 (t, + 2/15 t;)° - 11/15t si, facand o ultimd schimbare de
coordonate, avem
(5.2.8) O=6L+2/158 ¢=t,i=1 3,4, 5.
Acum este clar cd Ry(t, t;) =15/48° - 11/15(5 este in formd canonicd.
Tindnd cont de cele spuse pana acum, deducem ca forma canonica a
formei patratice A(.) este A(x) = -3¢ + 15487 - 11/1587 + &7 - 17445
Din relatiile (5.2.5) - (5.2.8) rezulta urmatoarele formule de schimbare a
coordonatelor, de la cele initiale la cele finale:

$r=x;-172x, + 1/3x;3

G =x4 2/15 x;3

& =x;

Co=x4+1/2 x5

$s= x5+ 2 xa

Matricea de trecere de la baza canonica, in care este exprimatd

initial forma patratica, la baza B' in care are forma canonica este
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1 0O 0 O 0
1/2 1 0 1 -2
M=|-7/12 -1/2 1 -1/2 1
0 0 O 1 0

0 0 0 -1/2 1

iar B'={(1,0,0,0,0), (122, 1,0, 1, -2), (-2/5, -2/15, 1, -2/15, 4/5), (0, O,
0,1,0),(0,0,0,-1/2, 1)}.

Exemplul 5.2.5 a) Sa se determine forma canonica a formei patratice A :
R’ >R, A(X], X2, X3) = 2X1X2 - X1X3 +2X0X3.
Cum toti coeficientii a; i = 1,2,3 sunt nuli, suntem in cazul b) din
demonstratia teoremei precedente.
Deoarece coeficientul a;, = 1 # 0, facem schimbarea de
coordonate
Vi =172(x;1 + x3), y2 = 1/2( x; - x2), y3 = X3
si forma patratica A devine
A(xy, X2, x3) = 2317 - 2977 + yiys - 3 Yoy
Acum putem aplica algoritmul de la punctul b) al aceleiasi
teoreme. Avem A(x, X», x3) = 2 [yi* + 2y; (1/4y3)]- 2y5° - 3y,y; =
2 (y; + 1/4 y3)* - 2y,° - 1/8y5°- 3ysy; si facem o noud schimbare de
variabila
21 =y1+ 1/4ys 22 =y2, 23 =Y.
Obtinem A(x) = 2z, - 225" - 1/825>- 32523 = 22, + R(z2, 23).
Deoarece R(z5, z3) = - 2[22° + 2 2o(3M4 23)]° 1/825° = -2(z2 +3/4z3)
+ 232, facem schimbarea de variabile
h=2+3Mzt61=2,15=2;
si obtinem forma canonica a lui A(.): A(x) = 217 -2t + 15

Relatia intre coordonatele x;, x,, X3 §i t;, t,, t; este
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t; = 172x; +1/2x; +1/4x;
t, = 1/2x; -1/2x;, +3/4x;
I3 = X3
Deci matricea de trecere de la baza canonica la baza B', in care

forma patratica este in forma canonica, este

1 1 O
M=|1 -1 0},
-1 1/2 1

iar B'={(1, 1, 0), (1, -1, 0), (-1, 172, 1)}.

B. Metoda lui Jacobi de aducere la forma canonica a unei

forme patratice

Fie A(.) : V — R o forma patratica care are expresia

n n
AX) =2 2 XX
i=l =l
intr-o bazda B = {uj, uy,...,u,}( X = xu; +...+ Xyu,). Atunci avem

urmatoarea teorema de aducere la forma canonica a formei patratice A, :

Teorema 5.2.3 (Teorema lui Jacobi) Daca coeficientii a;, i,j =1,...,n din
expresia de mai sus a formei patratice A(.) au

proprietatea ca sirul de determinanti: Ay =1, A; = a;;, 4,

a;;  ap A
a a a a a
_ o 4 |32 A e gy
= ey A = e, A,
ay Ay .
d A A
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an a, ... ay,
a a ..o a . .. . ..

=/ = ™ are toti termenii diferiti de zero,
a, ad, ... Ay

atunci exista o baza B' ={g;, g..., g} In care A(.) are

forma canonica

(5.2.9) A(x) = i BPER unde &, i = 1,..., n sunt coordonatele
i=1

vectorului x in baza B' iar f; = Ay/A;, P = A/A,, ..., B, =
A,./A4, .
Demonstratie. Fie B(.,.) forma polard a formei patratice A(.). Vom
determina baza B' astfel Incat
g1 =byuy;
(5.2.10) 2> = byju; + byuy;
g, =byu; + by + ...+ by,
si sa avem indeplinite conditiile
(5.2.11) B(g;, gj) =0, oricare ar fii#j si
(5.2.12) B(e, g)=1,1=1,....n.

Este evident ca, daca existd o astfel de baza B', atunci forma
patratici A(.) este in forma canonicd, adicd A(x) =b; 7+ by &%+ ... +
b €4, unde &,..., &, sunt coordonatele vectorului x in baza B’

Pentru a completa demonstratia teoremei este suficient sa aratam ca
existd scalarii by, 1 <1 < j < n astfel incit sa fie satisfacute conditiile

(5.2.10) - (5.2.12), si sa demonstram ca b;; = A;.//A,, 1=1,2,...,n.
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O observatie imediata este aceea ca b; # 0, 1 = 1,2,...,n. Intr-
adevar, este usor de vazut ca determinantul matricei de trecere de la baza
B la baza B' este by; by, ..... byn.

Deoarece matricea de trecere este in mod necesar o matrice
nesingulard, avem by; by, ..... by 20 b; #0,1=1,2,...,n.

Se poate demonstra prin inductie dupa j =2 cd (5.2.11) implica
(5.2.13) B(gj, u;) =0, oricare ar fii <j, j =2,..,n.

Pentru j =2, B(g,, 21) =0 & by B(gy, u) =0 & B(gy, uy) =0.

Presupunem afirmatia adevaratd pentru j = k =2 2 si o vom
demonstra pentru j =k +1. Din (5.2.11) si (5.2.10) rezulta ca, pentru orice
p <k, avem B(gy, k1) = B(gp, bigr, 101 + by oUp + ..o+ by i) = 0. Pe
de alta parte, folosind proprietatile formei biliniare simetrice B(.,.) si
ipoteza de inductie, rezultd B(gp, gx+1) = bis1,1B(gp, 1) + brsi2 B(gp, uo) +
oot bisiier B(gps W) = bigixer B(gp, Uke) = 0. Dect B(g,, i) = 0,
oricare ar fi p <k si inductia este completa.

Reciproc, presupunem ca (5.2.13) este adevarata. Daca j > 1, atunci
B(g;, g) = B(g;, &) = B(g;j, bjju; + bpu, + ...+ bjuy) = b B(g;, uy) + byp B(gj,
Uy) + ...+ by B(g;, u)) = 0. Dacd i > j, atunci B(g;, g;) = B(g;, &) = 0.

Pentru a calcula coeficientii b;; j = 1,...,i , 1= 1,...n se procedeaza
astfel: a) dacai =1, atunci avem B(g;,e,) =1 si rezulta by;a;; = 1. Deci

_ L _ A
a, A,

b) pentru fiecare i = 2,...n avem B(u;, &) = B(g;, u) =0,j=1,.... 1
- 1, conform relatiei (5.2.13), si B(u;, g) =B(g;, u;) = 1, conform relatiei
(5.2.12). Se obtine sistemul:

bi1B(uj, uy) + bip B(uj, uy) + ...+ by B(yj, u) =0,j=1,...,1-1
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b;1B(u;, u;) + by, B(u;, uy) + ...+ b;; B(u;, u;) = 1. Tinand cont de
faptul ca a; = B(u;, u;), sistemul de mai sus devine
bja;; +bpap+ ...+ bja; =0
bijay; + bpayn + ...+ bjjay=0
biaji +bpap+ ...+ bya;=1
Deoarece determinantul matricei asociate acestui sistem este chiar

A; # 0, deducem ca sistemul este compatibil determinat. Aplicand regula

) A . . )
Iui Cramer avem b;; =T‘1 = [B; oricare ar fi i = 2,...,n. Demonstratia este

i

completa.

Observatia 5.2.2 Demonstratia teoremei de mai sus, reprezintd 1n sine o
noud metoda de aducere la forma canonica a unei forme patratice, metoda
lui Jacobi. Principalul neajuns al acestei metode este cd aceasta nu se
poate aplica decat cu conditia ca sirul de determinanti A;, 1 = 1,...,n sa
aiba toti termenii nenuli. Astfel, pentru a aduce la forma canonica forma

patraticd din Exemplul 5.2.5, nu putem folosi metoda lui Jacobi. Intr-

adevar, In exemplul amintit, matricea asociata formei patratice A(.) n

0 1 -1/2
baza canonica este A = 1 0 1 si, deoarece A; = a;; = 0, nu
-1/2 1 0

putem aplica teorema de mai sus.

I1I. Legea inertiei

Lema 5.2.1. Fie V un spatiu vectorial de dimensiune n peste un corp K si
fie Vi, V, doua subspatii ale sale, de dimensiuni m si

respectiv r astfel incdt m + r > n. Atunci V; NV, #(0).
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Demonstratie. Fie B = {ey,...,e,} obazdin V,siB' =B = {g;,..., g} o
baza in V,. Familia B U B' este liniar dependenta deoarece m + r > n.
Atunci exista scalarii o; €K, i=1,.., m, Bj €k, j = 1,.., r nu toti nuli astfel
inct oye; + 0pes +...0mem + B1g1 + B2g2 +... + Big = 0. Deci x = e +
0 +...0mem = - P11 - Pags --.. - P € Vi N Va. Este clar cd x # 0. Intr-
adevar, daca x = 0, atunci rezulta, din liniar independenta familiilor B si

B', cd toti scalarii o, Bj, i =1,.., m, j = 1,.., r sunt nuli, ceea ce este absurd.

Teorema 5.2.4 (Legea inertiei)Fie V este un spatiu vectorial real de
dimensiune n si A : V — R o forma pdtratica pe care o
aducem la forma canonica in doua baze diferite. Numarul
coeficientilor pozitivi cat si cel al coeficientilor negativi
din formele canonice respective este acelasi.

Demonstratie. Fie B = {e,,..., e,} si B' = {gy,..., g,} doud baze diferite

in care forma patraticd A are forma canonicd. Dacd x = xje; + ... + Xu€p,

atunci A(X) = 0X;> + ...F OlpXpy” - Bm+1xm+12 + oo+ Pt s Xms 2 unde toti
scalarii oy, Bj ,i=1,...m,j=m+ 1,..., m+ s, m+ s < n sunt pozitivi.

Daca in baza B', pentru acelasi vector x =&;g; + ... + §,g, avem

A(x) = 'Yl‘ilz Tt 'Yp‘ipz - p+1‘;,5p+12 Tl T 8p+r§p+r2’

toti scalarii v, Bj,i=1,....p,j=p + l,..., p+ 1, p + r < n fiind pozitivi,

atunci trebuie sa demonstramca m=p i s =r.

Presupunem prin absurd cd m > p. Subspatiile V; s1 V, € V
generate de familiile {ey,..., ey} $irespectiv {gp1,..., gn} au dimensiunile
m si respectiv n - p. Deoarece m + n - p > n (caci m > p), deducem,
conform lemei de mai sus, ca exista un vector x # 0 astfel Incat x € V; si

x€ V,. Acest vector x are coordonatele (xi, ...Xy, 0,...,0) In baza B si (0,
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o0, Epit, -..Ep) In baza B'. Atunci expresia formei patratice, in baza B,
pentru vectorul x considerat mai sus este A(x) = X2+ .t OpXp >0,
in timp ce, in baza B', este A(x) = - p+1§p+12 - - 5p+r§p+r2 <0.
Am ajuns la o contradictie. Deci m = p. In acelasi mod se aratd ca s =r.

Fie A : V — R o forma patratica. Daca A(.) are forma canonica

Alx) = 2 2 2 2 <

(X) = 0 X"+ oot OpXy = P iXme1” + oo + Pt sXmas, M+s<n

intr - o baza B = {ey,..., e,}, X = x3€; + ... + X,&,, atunci introducem

urmatoarele notiuni:

Definitia 5.2.5 Numarul natural m se numeste indexul pozitiv al formei
patratice A(.), numarul s se numeste indexul negativ al

formei, iar perechea (m, s) se numeste signatura formei.

Teorema 5.2.4 demonstreaza de fapt ca signatura unei forme patratice nu

se schimba la schimbarea bazei.

5.3 Exercitii

1. Care din functiile de mai jos sunt forme biliniare ?

a) B : P(t) x P(t) >R, B(f, g) = f(2) + g(2), unde P(t) este spatiul
polinoamelor in nedeterminata ¢, de orice grad, cu coeficienti reali;

b) B : P(t) XP(t) >R, B(f, g) = f(2)g(2);

¢c)B: R'XR’ > R, B(x, y) =2x1y; - 3X1Y2 + X1Y3 + X3Y| + 4X3Y4;

d)B: R’XR’ >R, B(x, y) =2x1y; - 3X1Y2 + X1Y3 + 3X2Y; - 2X3y3 + 1;
e)B: R’xR'—> R, B(x, y) = 2x1y; - 3X1y2 + X1¥3 + 3X2Y2 - 2X3Y3;

f)B: R’xR* > R, B(x, y) =2x1y5 - 3%y + Xoy2 + 3%,

Daca xe R", atunci convenim ci X, X,, ..., X,€ R sunt componentele lui x.
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R: a) Nu. Se poate aratd cd nu este satisfacutd conditia de omogeneitate 1n
primul (sau al doilea) argument. b) Da. Avem B(of + Bg, h) = [af(2) + Bg(2)]h(2) = o
f(2)h(2) + PBg(2)h(2) = aB(f, h) + B B(g, h) si analog se arata liniaritatea in al doilea
argument. c) Da. d) Nu. Se poate ardta cad nu este indeplinita conditia de aditivitate in
oricare argument. e) Da. f). Nu. Se poate cd nu este satisficutd conditia de

omogeneitate Tn primul argument.

. o ige e o .o 3 5 . . .
2. Se considera forma biliniara B(.,.) definitd pe R* X R” a carei matrice
asociatd 1n perechea formata din bazele canonice ale spatiilor de definitie

1 =2 01 0
este A=|0 -3 2 0 -2].a)Sa se determine matricea asociatd formei
1 0 01 1

biliniare in perechea de baze B = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1,0, 0)} si B, = {u,
= (]" 1’ O’ O’ O)’ u2 = (1’ 09 1’ O’ O)’ u3 = (3’ 29 1’ 1’ O)’ u4 = (O’ 0’ 1’ 1’ 1)’
us=(1,0,0,0,0)}.

R: a) Matricele de trecere de la bazele canonice din R’ si respectiv R’ la bazele B si

1 1000
I 11 1 0100
respectiv By sunt M = |1 1 O] si respectiv P= |3 2 1 1 0]. Se aplica
1 00 0 01 11
1 00 00O

2 6 -1 4 2
formula 6.2.2 siavem A=MAP'=| 0 5 -2 3 1].
-11 -1 11

3. Sa se verifice daca aplicatiile de mai jos sunt forme biliniare simetrice,
si in caz afirmativ sa se scrie formele patratice asociate.

a) B: R*X R’ = R, B(x, y) = 2x1y; - 3X1y2 + X1¥3 - 3Xay 1+ X3¥1;

b) B : R'xR* > R, B(x, y) = 2X1y1 + 2X1Y2 + X1Y3 + 2Xoy1+ 3Xoys + X3Y-

2X3y3 + X4Y4;
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¢) B:R*X R’ = R, B(x, ¥) = 2X1y1 - 3X1y2 + X1Y3 + 3XaY2 - 2X3y3 + X4¥3;
d)B: R’x R’ >R, B(x, y) = 2x1y, + 2X5y1 + XaYa.

R: a) Da. A : R’ — R, A(x) = 2)(12 - 6x1X2 + 2x1X3 . b) Da. A : R* - R, Ax) = 2X12
+ 3xz2 - 2X32 + X42 + 4x1X5 + 2x1X3; ¢) Nu, deoarece B(.,.) nu are un domeniu de

definitie corespunzator. d) Da. A : R’ > R, A(x) = xz2 + 4X1X>.

4. Sa se aduca la forma canonica formele patratice de la Exercitiul 3, prin
una din cele trei metode studiate.

R: Pentru rezolvare punctului a) vom testa aplicabilitatea tuturor celor trei metode,
pentru a exemplifica modul de lucru.

al) Aducem forma patratica la forma canonicd prin metoda vectorilor si
valorilor proprii. Valorile proprii sunt A; =0, A, = 1 +\/ﬁ , =1 —\/ﬁ , 1ar vectorii
proprii corespunzitori sunt v; = (0, 1, 3), v, = (-1/3 - 1/3\/H, 1, -1/3), v3 = (-1/3 +
1/3\/ﬁ , 1, -1/3). Deci forma canonica este A(x) = (1 +\/ﬁ )&12 + (1 —\/_1 )§22, unde

&, i =1, 2, 3 sunt coordonatele vectorului x = (X, X, X3) In baza B = {v;/ ||V1

’

v/ ||V2||, v/ ||V3| }, unde ”V” este norma euclidiana a vectorului v.

a2) Daca utilizdm metoda lui Gauss avem A(X) = 2[x:% - 2x; (32x,-1/2%3) +
(312x,-1/2 X3)2 1-31R2xy-1/2 X3)2. Facem schimbarea de coordonate

V1 =X1-3/12%,+ 1/2 x3,

Vo =3/2% - 1/2 x3, si obtinem A(x) =2y,” - y,°.
Y3 =X3
1 =3/2 1/2
Matricea de schimbare de coordonateloreste A=|0 3/2 —1/2| iar

0 0 1

1 1 O
matricea de trecere da la baza canonica la baza finala este | 0 % % .
0 0 1

Deci baza cautata este B = {(1, 1, 0), (0, 2/3, 1/3), (0, 0, 1)}.
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a3) Deoarece sirul de minori principali ai matricei asociate formei patratice in
baza canonicd este A; = 2, Ay = -9, A; = 0, forma polard a formei patratice este
degenerata si metoda lui Jacobi nu se poate aplica direct.

b) Deoarece avem A; = 2, Ay =2, A3 =-7, Ay = -7, se poate aplica metoda lui
Jacobi, pentru aducerea formei patratice Tn forma canonicad. Avem A(X) = 1/2&12 + &zz
- 2/7(“.)32 + &42, unde &;, &, &;, &4 sunt coordonatele vectorului x = (X, Xz, X3, X4) in
baza u; = 1/2E;, u; = - E; + E, u3 = 3/7 E; - 2/7E; - 2/7E3, uy = E4. d) Aplicdm
metoda lui Gauss si avem A(x) = —4&12 + &zz, unde &, &, sunt coordonatele vectorului

X= (Xl, Xz) 1n baza m=-E,uu=-E + 2E2

5. Sa se precizeze daca formele patratice obtinute prin rezolvarea
Exercitiului 3 sunt pozitiv, negativ definite (semidefinite) sau nedefinite.

R. Deoarece o formd canonica a formei patratice de la punctul a) (vezi a3 Exercitiul 4)
este A(X) = 2&12 - 9&22 este clar cd pentru orice vector v = oy, o # 0 avem A(v) = -
90 > 0, in timp ce pentru v = Puy, B # 0, A(v) = 2B* < 0. Deci forma este nedefinita.
Analog se aratd cd formele patratice obtinute la punctele b) si d) ale ex. 3 sunt

nedefinite.

6. Care este signatura formelor patratice studiate la exercitiul precedent?

R:a) (1, 1).b) (3, 1).d) (1,1).

7.” Dacd A : V — R este o forma patratica a carei matrice A = (a;);j -
1....n» asociata formei In raport cu o bazd, are proprietatea ca toti minorii
principali A;, i = 1,..., n (vezi T. Jacobi) sunt pozitivi ( respectiv (- 1)'A; >
0) atunci forma patratica este pozitiv (respectiv negativ) definita.

Indicatie: Se aplica teorema lui Jacobi.

sk
Exercitiul de mai sus este un rezultat cunoscut sub numele de criteriul lui
Sylvester.
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CAPITOLUL 6
GEOMETRIE LINIARA IN SPATIU

6.1. Sisteme de coordonate in plan si in spatiu

I. Coordonate carteziene

In cele ce urmeaza, notdm cu E; spatiul punctual tridimensional al

geometriei elementare si cu V; spatiul vectorilor liberi. Reamintim (vezi

Observatia 2.3.1 b)) ca un punct fixat ,
O e E; siobazécanonicé{f, j, E} a k
lui V3 definesc in mod unic un sistem M Z Mz, v, 2)
de trei axe Ox, Oy si Oz, orientate de 0 L - i

L _ o = = »
versorii 1, J si respectiv Kk, ‘/Imf — S ;ﬁlf{[ M; ¥
1

perpendiculare doua cate doua si care

au aceeasi origine $i aceeasi unitate de

masurd. Acestea formeaza reperul cartezian Oxyz. Datorita
corespondentei bijective Intre multimea reperelor carteziene Oxyz si cea a
ansamblelor {O, i, j, k} se mai spune ci acestea din urmi reprezinta
niste repere carteziene. Fie M € E; si fie M, 1 = 1,2,3 proiectiile lui M pe
axele carteziene Ox, Oy si respectiv Oz. Notam cu x, z §i z coordonatele
corespunzatoare punctelor M, M, si M3 (vezi Observatia 2.3.1 b) pentru
definitia coordonatelor). Tripletul ordonat de numere reale (x,y,z) € R’
reprezintd coordonatele carteziene ale punctului M 1n reperul cartezian

Oxyz.
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In cazul plan vom nota cu E,
planul geometriei elementare. Se

constatd usor cd multimea vectorilor

liberi cu reprezentanti in planul E, My
. . M
este un subspatiu vectorial V,, de 1 P
dimensiune 2, al lui V3. Este clar ca, S ,
0 M, X
in acest subspatiu, va exista o baza
Fig. 18

ortonormata {1, j}. Asa cum am
aritat mai sus, unui punct fixat O € E, si bazei {i, j} i se poate asocia in

mod unic un sistem de axe Ox si Oy, perpendiculare, cu aceeasi origine si
aceeasi unitate de lungime. Aceste axe vor defini un reper cartezian Oxy

in plan. Ca si 1n spatiu, se definesc coordonatele carteziene (X, y) ale unui

punct M € E, astfel incit OM = xi+yj (Fig. 18).

I1. Coordonate polare. Legitura intre coordonatele carteziene

si cele polare

Consideram Ox, o axd in planul E, cu originea O, numitd axa
polard. Atunci pozitia unui punct M € E, poate fi caracterizatd prin
perechea de numere reale (p, 0) €(0, o) X [0, 27), numite coordinate
polare, care au urmatoarea semnificatie: p este distanta euclidiana de la
originea O la punctul M iar O este masura unghiului orientat definit de
semidreptele Ox si OM (0 = m(«(Ox, OM))). Dacd suprapunem axa
polard Ox cu axa carteziand Ox, atunci se obtine urmatoarea legatura intre

coordonatele carteziene si cele polare ale punctului M:
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= ) .
{X PO cau p=+x>+y>,sin@=y/\x*>+y>,cos 0 =x/\/x*+y>.

y = psiné

II1. Coordonate sferice si cilindrice. Legatura cu coordonatele

carteziene
Coordonate sferice

In spatiul E; consideram reperul

Oxyz format din trei drepte concurente

in O, perpendiculare doua cate doua. Fie M
M # O un punct din E; si fie M;, 1 = M':x’ ¥ 2
1,2,3 proiectiile lut M pe dreptele Ox, 0 ¥ >
X = -
. . N . . _e__P_ _-\_"lf M-2 ¥
Oy si Oz. De asemenea fie M proiectia M, M'
punctului M pe planul Oxy (vezi Fig. «x Fig. 19

19). Notdam cu r distanta euclidiana
dintre O si M, cu 0 masura unghiului orientat «(Ox, OM"), 0€ [0,2T) si cu
¢ masura unghiului orientat «(Oy, OM), ¢< [0,7t ). Numerele reale (r, 6,
¢®) se numesc coordonatele sferice ale punctului M.
Fie (x, y, z) coordonatele carteziene ale punctului M. Dacd notdm p =
OM' se observa ca x = pcos 6,y = psin 6, p = r sing . Acum este usor
de vazut ca legatura dintre coordonatele sferice (r, 0, @) si cele
carteziene este data de relatiile

x =rsin@cos 6,y = rsin@sin 6, 7 = rcos .

Originea este definitd de p = 0 si 0, @ nedeterminati.
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Coordonate cilindrice

Consideram reperul cartezian Oxyz si punctul M € E;, M # O (Fig.
20). Daca M este proiectia punctului M pe planul Oxy atunci consideram
tripletul (p, 0, z) unde p si O sunt definiti

ca si 1n cazul coordonatelor sferice iar z

este coordonata proiectiei M; a lui M pe M4
. . Mz v, 2)
axa Oz. Este clar ca intre coordonatele
. . oy . . ki

carteziene si cele cilindrice exista o — e »

3 i e ;I-l.«lfl M; ¥
urmatoarele relatii M,
x=pcos b y=psin@z=zp>0 06 ~ Fig. 20
[0,27).

Originea este definitd de p = 0 si z =0 si 0 nedeterminat.

6.2. Rototranslatia in plan si spatiu

Definitia 6.2.1 Fie V; spatiul vectorial al vectorilor liberi dotat cu
produsul scalar introdus de Definitia 2.4.1.

a) O transformare liniara ortogonala Re Lg(V3), a carei
matrice asociatd intr-o baza a Ilui V3 are
determinantul egal cu I se numegte rotatie.

b) Daca ve Vs, atunci functia T: V; — V; definita prin

T(x)=x+v,xeV;
se numeste translatie de vector v.

Propozitia 6.2.1 a) Rotatia pastreaza produsul scalar si in consecinta

distanta euclidiana. b) Daca T este o translatie de vector
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v atunci T exista si este tot o translatie de vector -v. c)
Translatia pastreaza distanta euclidiana.
Demonstratie. a) Intr-adevar, rotatia este Tn particular o transformare
ortogonald si, in consecinta, pastreaza produsul scalar (a se vedea punctul
3. din Propozitia 4.4.1). Fie x, y € V3. Avem ||R(x)—R(y)||2 =||R(x—y)||2 =
<REx-y),RE-y)>=<((x-y), ®x-y)>=|x—y| % si rezultd concluzia.
b) Daca T: V; >V, T'I(X) =X - v, Xe V3 atunci To T'l(x) = T'I(X) +v=
X — V + V = X, pentru orice X € V3. Analog se araticd T 'o T(X) =X, X €

V3 si rezulta concluzia. c¢) Este trivial.

O functie f : V3 — V3, care este surjectiva si care pastreaza distanta
euclidiand se numeste izometrie. Aplicand propozitia de mai sus,
deducem ca rotatiile si translatiile sunt izometrii. Este usor de vazut ca
rezultatul compunerii a doua izometrii este tot o izometrie. In general, se
poate ardta ca orice izometrie f este fie o transformare ortogonala daca
f(0) = 0, fie o compunere dintre o rotatie R si o translatie T, f =T o R, in

caz contrar.(Pentru demonstratie se poate consulta [6].)

Schimbiri de repere
carteziene in plan
Consideram doud 4
repere carteziene {O, i, j } si X
{0, ", j } in planul E, 4 0 |
(izomorf cu RZ). Primul reper i :
I
|

cartezian va mai fi notat si

Oxy iar cel de al doilea 0 1 - X

O'x’y, dupa numele axelor
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de coordonate asociate. Fie M € E, un punct ale cdrui coordonate
carteziene fata de cele doud repere sunt (x, y) si respectiv (X',y").
Presupunem ca (a, b) sunt coordonatele punctului O™ in raport cu
reperul cartezian Oxy si ca 0 este unghiul dintre directia axei Ox si cea a
axei O°x’.
In cele ce urmeazi vom arita ca aplicatia f: R> > R’ x,y)— &
y), care In mod evident este o izometrie, este compunerea dintre o rotatie

Rsiotranslatie T, f=T o R.

Pentru inceput, observam cd relatia OM = OO+ O'M se mai scrie

(6.2.1) Xi +yj=ai +bj +xi"+y .
Reamintim ¢d <i,j> =0, <i,i>=1, <i,i">=cos 0, <i,> = cos (0 +
7/2) =-sind, <j,j>=1,<j,i’>=sin 0, <j, > = cos0.
Facand pe rand produsul scalar dintre i, j si (6.2.1) obtinem relatiile
(6.2.2) | x=a +x cosB - y sinf
y= b +X'sinf + y cos0.
Definim aplicatia R: R> = R* R(x, y") = (x”, y"),
X7 =x"cos0 - y'sinf, y”’ = X’sin0 + y cos®.

Este usor de vazut ca R este o rotatie, In sensul Definitiei 6.2.1.
Intuitiv, aceasta transformare aratd cum se schimba coordonatele unui
punct M daca reperul cartezian fatd de care se calculeaza noile coordonate
se obtine prin rotirea lui O’x’y" cu unghiul 6 1n sensul acelor de
ceasornic. Din acest motiv spunem ca R este o rotatie de unghi 6.

Pe de alta parte, aplicatia T: R’> - R2, TX”, y)=(x,y), x=a+
x”, y=b + y” este In mod evident o translatie de vector v = (a, b). Acum
este clar ca f = T o R, ceea ce trebuia demonstrat. Din acest motiv
izometria f se mai numeste si rototranslatie in plan.
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6.3. Planul in spatiu

In spatiul geometriei euclidiene E3, un plan este o submultime a lui
E; (sau R?) determinati in mod unic de conditii geometrice de tipul:
1) un punct si un vector normal la plan;
2) trei puncte necoliniare;
3) doua drepte concurente;

4) o dreapta si un punct exterior dreptei etc.

In cele ce urmeaza vom considera, fard a mai specifica acest lucru
de fiecare datd, ca B = {1, j, k} este o baza canonica a lui V;si {O, 1, j,

k } este reperul cartezian asociat.

6.3.1 Planul determinat de un punct si de un vector normal la plan

Fie P un plan din V3. Un vector liber din V3, a carui directie este
perpendiculara pe planul P se numeste vector normal la plan sau, pe scurt,
normala la plan. Consideram J -
vectorul liber n= Ai+ Bj +
Ck € V3 si punctul My (X,, Yo,

M(x,y,z)

& . 1Mo (X0, Yo, Z
zo) €E;. In continuare vom Mo (X0, Yo, 20)

stabili ecuatiile planului P ce
contine punctul M, si are .

’ B Fig. 22
normala la plan n. ( vezi Fig.

22).
Este usor de vazut ca un punct curent M(x, y, z) este situat in

planul P daca si numai daca vectorii liberi MM si n sunt ortogonali,
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adicd dacd <M M, n >=0. Observim cd M\M = OM - OM, = (x - Xo)

i+ v - yo) j+ (z-720) K si, folosind Teorema 2.4.1 (5.), obtinem :
(6.3.1) A(x - x0) + B(y - yo) + C(z - o) = 0.

Ecuatia de mai sus se numeste ecuatia planului determinat de un
punct §i o normala data. Daca notam D = - (Axy + By, + Cz), relatia
(6.3.1) se scrie
(6.3.2) Ax+By+Cz+ D=0
si am obtinut ecuatia carteziana generala a planului P.

Se poate ardta ca daca A, B, C, D € R, A% + B? + C? # 0, atunci
multimea L, formatd din toate punctele M € E; ale caror coordonate
carteziene (X,y,z) (fatad de reperul cartezian Oxyz) satisfac relatia (6.3.2),
este un plan din E;. Intr-adevar daca My(Xo, Yo, Zo) € L, atunci D = - (Axy
+ By, + Czp) si orice alt punct M(x, y, z)e L va satisface (6.3.1). Deci
<M—0M, n>=0,unde n= Ai+ B] +Ck € V3, ceea ce iInseamna ca toate

punctele M se afla intr-un plan perpendicular pe directia lui n, plan ce

contine pe My. De aici rezulta usor concluzia.

Observatia 6.3.1 a) Conform celor spuse mai sus, orice plan P C Ej; este
caracterizat, intr-un reper cartezian Oxyz, de o ecuatie de tipul (6.3.2),
unde coeficientii A, B, C nu sunt toti nuli.

b) In ecuatia (6.3.2), coeficientii A, B, C reprezintd coordonatele
vectorului normal la plan. Deci, doua plane ale caror ecuatii diferd prin
termenul liber sunt plane paralele, iar ecuatia

(6.3.2) Ax+By+Cz=A4 , A€ R,
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reprezinti familia planelor paralele din spatiu de normald dati n= Ai+
Bj + Ck. Pentru A= 0, ecuatia (6.3.2)" reprezinti ecuatia unui plan care

contine originea reperului cartezian Oxyz.

c¢) Ecuatiile planelor de coordonate sunt urmatoarele

z=0 — ecuatia planului xOy
y=0 — ecuatia planului xOz
x=0 — ecuatia planului yOz. (Exercitiu).

d) Dacd in locul normalei n considerim versorul H/“HH

(Inll=vA?+B?+C?), care este la randul lui o normali la plan, atunci

Ax+By+Cz+D

ecuatia (6.3.2) se scrie sub forma
+yA2+ B> +C?

=0 si se numeste

ecuatia normalizata a planului P.

6.3.2. Ecuatia planul determinat de trei puncte necoliniare

Fie M (x;, y;, z1), Ma(x2, ¥2, 22), Ms(x3, y3 z3) € E; trei puncte

necoliniare. Un punct curent M(x, y, z) este situat in planul P dacd si

numai daca vectorii M\M, MM, si MM, sunt coplanari. Punctul 2. al

Teoremei 2.6.1 ne asigurd ca acesti vectori sunt coplanari dacd si numai

daca

(6.3.3) <MM, MM, XM M, >=0.
Daca notam cu 7 = 07\/[51 respectiv . = OM,, i =1, 2, 3 vectorii de

pozitie ai punctelor M, respectiv M;, i = 1, 2, 3 1n reperul cartezian {O; i,

j, k), (Oxyz),atunci MM = OM - OM, =1 - n=(x—x)i + (y=y,)] +

(z - z;)k (vezi Fig. 23), MM, =1, - ni= (X —x)i + (y2—=y))j + (22 —

)k, MM, =1, - n=(x3-x7)i + ()’3-)’1)] + (23— 21)k.
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Relatia (2.6.1) ne asigura ca
X=X, Y=y, 21
<MM,MM,XMM,>=0& |x,-x, y,-y, z,—-z,|=0.

Xz =Xy Y37 Y1 Z3—7Z

Folosind proprietatile
determinantilor, obtinem
ecuatia echivalenta

X 'y z

1
| P
X Z
63.4) T g
X, Y, Z, 1
X; y; z3 1

Fig. 23

Ecuatia (6.3.4) este ecuatia carteziana a planului determinat de

cele trei puncte M, M,, M.

Pe de alta parte, Teorema 2.3.1 b) ne asigura ca cei trei vectori MM,

M,M, si MM, sunt coplanari daca si numai daca sunt liniar dependenti,

adica daca exista scalarii o, B, y, nu toti nuli astfel incit aM,M + MM,
+7 MM, =0. Daci o= 0, atunci B # 0 sau y # 0 si ar rezulta ci sistemul
{MM,, MM, } este liniar dependent. Dar sistemul {M,M,, M,M, } nu
poate fi liniar dependent, caci elementele sale nu sunt vectori coliniari
(M, M,, M5 sunt puncte necoliniare, prin ipotezd). Deci o0 # 0. Deducem

ca planul P este format din toate punctele M € E; pentru care exista A, |1 €

R astfel incit MM =AMM, + UMM, }

Altfel spus, planul P este caracterizat de relatia vectoriald
(6.3.5) PR+ A - +un-5) , AL ueR
numita ecuatia vectoriala a planului prin trei puncte.

Ecuatia vectoriala (6.3.5), scrisd in reperul cartezian Oxyz, este

echivalentd cu ecuatiile
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X=X, +AX, —X,)+U(X, —X,)
(6.3.6) Y=Y+ Ay, —¥o) + 4y, =Y,), A HER
z2=2,+Mz,—2,)+u(z,—2,)

numite ecuatiile carteziene parametrice ale planului determinat de trei

puncte.

6.3.3. Planul determinat de un punct si doi vectori necoliniari

Fie punctul My(xo, yo, Zo) € E; si vectorii liberi v,(l;, my, n;) si
v, (L, my, ny) , necoliniari, adica v,xv,# 0. Se stie cd exista un plan unic P
care contine punctul M, si

este paralel cu dreptele d> Nl
suport d;, d, ale unor /
reprezentanti ai vectorilor

v, si v,. Punctul M(x, y, z) P

1
- . . - 1
€ P daca si numai daca v Fig. 24
vectorii liberi MM, v, si v, sunt coplanari. Deci produsul lor mixt
trebuie sd fie este nul, adicd <M M, v, X v,> = 0. Deoarece M\M = 7-f,,
obtinem <M M, v, X v,> = 0 sau, echivalent,

X=Xy Y=Yy Z2—12,

(6.3.7)  m, n, |=0.

Ecuatia obtinutd mai sus se numeste ecuatia carteziana a planului printr-
un punct, paralel cu doua directii date.
Pe de alta parte, aplicind Teorema 2.3.1 b) si rationidnd ca in

paragraful precedent, deducem cd M € P dacd si numai daca exista
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scalarii A, L € R astfel incit MM = Av, + uv,. Deci planul P este

caracterizat de relatia vectorialda
(6.3.8) T=1+Av, +Uuv,, A ueR
Aceasta ecuatie este numita ecuatia vectoriala a planului printr-un punct,
paralel cu doua directii.
Proiectand ecuatia (6.3.8) pe axele sistemului cartezian de
coordonate, Oxyz, obtinem ecuatiile:
x=x,+Al +ul,
(6.3.9) y=y,+Am+um,, A e R,
2=z, +An +un,
numite ecuatiile carteziene sub forma parametrica ale planului printr-un

punct, paralel cu doua directii.

6.3.4. Pozitia relativa a doua plane

Studiind multimea solutiilor sistemului format din ecuatiile a doua
plane m, m» < E; se va constata ca existd urmatoarele pozitiilor
geometrice ale celor doua plane: planele se intersecteazd dupa o dreapta;
plane sunt (strict) paralele; planele sunt confundate.

Presupunem ca, fatd de reperul cartezian {O; i, j, k }, planele 7 si m
au ecuatiile (757): Aixx+ Biy + Ciz+ D, =0, (m): Apx + B,y + Coz + D, = 0.
Consideram sistemul

(6.3.10) {A1X+B1y+C1Z+D1:O

A,x+B,y+C,z+D, =0

A B G

Notam cu M =
A2 B2 CZ

. — (A, B, C, -D,
(respectiv M = )
Az Bz Cz _Dz

matricea ( respectiv matricea extinsd) a sistemului.
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Dacd rang(M) = rang(M) = 2, atunci sistemul (6.3.10) este
compatibil simplu nedeterminat. Multimea solutiilor lui reprezinta
punctele comune celor doud plane, adica, asa cum vom vedea in
paragraful urmator, o dreaptd d = 7, N 7.

Dacd rang(M) = rang(M) = 1, atunci sistemul (6.3.10) este
compatibil dublu nedeterminat si cele doua plane coincid, 7 = 4. (Tema:
aratati ca rang(M) #0) .

Daci rang(M) # rang(M ), sistemul (6.3.10) este incompatibil si

cele doua plane nu au nici un punct comun, 7 Il 7.

6.4. Dreapta in spatiu

In spatiul geometric E;, o dreapti este unic determinati prin
conditii geometrice de tipul: un punct si un vector nenul (o directie data),

doua puncte distincte, intersectia a doud plane.

6.4.1. Dreapta determinata de un punct si o directie (un vector
director)
Fie un punct My(Xo, Yo, Zg) € E5 si vectorul liber nenul v € V.
Atunci punctul M, impreund cu multimea
punctelor Me Ej;, cu proprietatea cd vectorii

liberi MM si v sunt coliniari, defineste o

dreaptd unicd din FE;. (Coliniaritatea celor doi

vectori exprimd faptul ca punctul M apartine Fig. 25

unei drepte care trece prin M, si este paralela cu dreapta suport a lui
v.)(vezi Fig. 25)
Observand ca MM =T - 1, relatia de coliniaritate se mai scrie

(6.4.1) r=r+Av, AeR.
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Ecuatia obtinuta se numeste ecuatia vectoriala a dreptei d care trece prin
punctul M, si are directia data de vectorul v (dreapta d este paraleld cu
dreapta suport a unui reprezentant al lui v ). Daca proiectam relatia (6.4.1)
pe axele reperului cartezian {O,i,j,k }, obtinem ecuatiile parametrice
ale dreptei d prin punctul My(xo, yo, z0), avand directia datd de vectorul
v=1li+mj+nk:

x=Xx,+A
(6.4.2) y=y,+Am.

z=2z,+/n

Vectorul v= (I, m, n) € V3 se numeste vectorul director al dreptei d
iar coordonatele [, m, n € R se numesc parametrii directori ai dreptei d.

Daca vectorul director este versorul e, care formeaza unghiurile
a, B, ycu axele de coordonate Ox, Oy, Oz, atunci ¢ = icos@ + j cosf3+
kcosy In acest caz cosa; cos3 cosy sunt parametrii directori ai dreptei d
si se vor numi cosinusurile directoare ale dreptei. Ele satisfac relatia

cos’a + cos’ B+ cos’y = 1.

Revenind la cazul general, in care vectorul director este
v=li+mj+nk, presupunem cd [, m, n # 0. Eliminand parametrul A din
ecuatiile (6.4.2) se obtin ecuatiile:

(6.4.3) oY 24

numite ecuatiile carteziene canonice ale dreptei d, care trece prin punctul
M(xo, Yo, Z0) §i are directia datd de vectorul v =1i +mj+nk.
Observatia 6.4.1. Daca o parte dintre parametrii directori /, m, n sunt

nuli, atunci ecuatiile (6.4.3) se modifica dupa cum urmeaza.
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Cazul I. (un singur parametru director nenul). Presupunem, fara a

restringe generalitatea, ca [ # 0. Eliminand parametrul A4 din ecuatiile

(6.4.2), obtinem

(6.4.4) d: Y Yo_27% y —x,.

m n

Xo _ Y~ Yo
m

, 2 =29, dacan = 0, etc.

Analog se obtine d : X_l

Cazul II. (doi parametri directori nenuli). Daca [ = m = 0, atunci, din
(6.4.3), obtinem urmatoarele ecuatii pentru dreapta

(6.4.5) d: x=x5y=y9, z€R.

In mod asemanitor se obtin ecuatiile d : x = x5, z =2, ye R, dacil=n

=0sid: y=yp,z2=2p, xR, dacam=n=0

6.4.2. Dreapta determinata de doua puncte distincte
Fie M (x;, y;, z1), Ma(x>, y2, 22)€ E3 doua puncte distincte. Aceste
puncte determina o dreaptd unica d. Aceasta dreaptd trece prin M, si are
drept vector director pe M,M, . Particularizind ecuatia (6.4.1), obtinem
ecuatia vectoriala a dreptei
(6.4.6) d: 7= + A -1 ), AeR.
O formd echivalenta a acesteia este

urmitoarea d: 7= (1-A), + Ar2, A€R.

Ecuatiile parametrice ale dreptei prin doua
puncte sunt urmatoarele Fig. 26
x=(1-x, +1x,
(6.4.7) y=>1-A)y, +dy, ,AeR.
z=(1-)z, + 1z,
De asemenea, dacd x; — x;, y; — Y2, 27 — 22 # 0, ecuatiile carteziene

canonice ( vezi ec. (6.4.3)) ale dreptei d sunt
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(6.4.8) ik BEYS Anp A BE

Xo=Xy Yoo ¥ 2,77

Dacd nu avem 1ndeplinitd conditia de mai sus, atunci ecuatiile (6.4.8) se
modificd aga cum am aratat Tn Observatia 6.4.1.

Observatia 6.4.2 Pentru A € (0, 1) ecuatiile (6.4.7) definesc multimea
punctelor de pe dreapta d cuprinse intre punctele M, si M,, iar pentru A €

R\ [0, 1] aceleasi ecuatii definesc multimea punctelor dreptei d care sunt

exterioare segmentului M;M,. Pentru /1:% obtinem coordonatele

mijlocului segmentului MM,.

6.4.3. Dreapta ca intersectie a doua plane

Fie planele 7, si 7 cu ecuatiile (77): Aixx+ Biy + Ciz+ D, =0, (m): Apx +
B,y + Cyz + D, = 0. Din geometria elementard se stie ca daca planele 7 si
7, nu sunt paralele, atunci ele se intersecteazi dupd o dreaptd d. In
paragraful 6.3.4, am aratat ca acest lucru se Tntampla daca sistemul format
din ecuatiile celor doud plane este compatibil nedeterminat. Deci ecuatia
dreptei d, datd de intersectia celor doua plane este

D Ax+By+Ciz+D, =0
" |Ax+B,y+C,z+D, =0

Este usor de vizut ci vectorul director al dreptei d este v=n,xn,, unde

n, =(A, By, C)), n, = (A,, B, C,) sunr normalele planelor 7; si 7.
6.4.4. Pozitia relativa a doua drepte

Fie dreptele d, si d, cu vectorii directori v, =1i+m,j+nk si
respectiv v, =1,i+m,j+n,k. Considerim punctele M,(x;, yi, z1) € di,

My(x,, v2, 20) € d>. Avem urmatoarele cazuri:
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Cazul 1. Daca vectorii liberi v,, v, si M M, sunt necoplanari, adica

<M M,, v,Xv,># 0, atunci dreptele d,; si d, sunt necoplanare (drepte
oarecare 1in spatiu). In acest caz existd o
directie normald unica, comuna cele doua
drepte, datd de v=v,xV, si, deci, o unica

dreaptd care se sprijind pe cele doud drepte

si are directia v (Fig. 27), numita d WM,
perpendiculara comuna a dreptelor d si d,. Fig. 27
Perpendiculara comuna d este data de

intersectia planelor 7; si 7, unde 7; este planul determinat de punctul M,
si vectorii necoliniari v §i v, iar 7 este planul determinat de punctul M,

si vectorii necoliniari v si v,. Daca v =i + mj+ nk, atunci

X=X, Y=y, z2—12 X=X, Y=V, 2-7%,
d 1, m, n, |=0,| I, m, n, [=0
1 m n 1 m n

Cazul II. Daca vectorii v,, v, $i M,M, sunt coplanari , adicd <M M, ,
v,XVv,> =0, atunci dreptele d, si d, sunt coplanare. Daca in plus vectorii
v,, v, sunt necoliniari, atunci dreptele d; si d, sunt concurente, in caz

contrar ele sunt paralele sau confundate.

6.5. Distante in plan si in spatiu

6.5.1. Distanta de la un punct la o dreapta

Fie d c E; o dreapta ce trece prin punctul My(Xo, Yo, Zo) € E; §i are
vectorul director v=1i+mj+nk si fie A(x, y, z) € E; un punct care nu

apartine dreptei d. Se stie cd distanta dintre punctul A si dreapta d este de
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fapt distanta dintre punctul A si proiectia ortogonald A® a acestuia pe
dreapta (Fig. 28). Daca notam cu 0 (A,
d) distanta de la punctul A la dreapta d,

observam cd  aria paralelogramului

determinat de vectorii M,Asi v este O

Fig. 28

(A, d) HQH Pe de alta parte, interpretarea

geometricd a normei produsului vXM A (vezi Observatia 2.5.1. ) ne

conduce la formula d (A, d) - M = VXM,A . De aici obtinem

15X M, Al

vl

(6.5.1) O0(A, d)=

Daca punctul A apartine dreptei d, atunci este evident cd J(A, d) = 0.

6.5.2. Distanta de la un punct la un plan

Distanta de la un punct M, la un

Mo(x0,¥0,20) | —
plan P: Ax + By + Cz + D = 0 este datd n

de distanta dintre punctul M(x, Yo, Zo) Sl

unctul M,” (’, , 7)), proiectia ,
p o Y ). P ’ My (Xo, Yo, Zo )

ortogonald a acestuia pe planul P.

Observam ca vectorul MM, si normala

n= Ai + Bj + Ck la planul P sunt O Fig. 29

coliniari. Prin definitie <M ,M, , n>= HH“ MM,

cos(0). Pe de alta parte,

MOMO‘ =T - fo = (.X'O —.X'O’)i + (}’0 — yo’)j + (ZO — ZO’)E SI <M0M0‘ ,H> =
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(X() - XO,)A + (y0 - yO,)B + (Z() - ZO,)C = X()A + Y()B + Z()C + D. Deci | X()A +
. Deoarece “HH =VA’+B’+C?, obtinem

|AX0 + By, +Cz, + D|

VA? +B* +C?

yOB +z0C+Dl= HEH MOMO\

6.52)  8MyP) = HMOMO

6.5.3. Distanta dintre doua drepte oarecare in spatiu

Fie d, si d, doua drepte din spatiu ai caror vectori directori sunt
Vv,=li+mj+nksi V,=Li+m,j+n,k. Dacd d este perpendiculara
comuna a celor
doua drepte, fie
P, st P, punctele
de contact ale
acesteia cu d; si
d,. Fie Mi(x;, yi, zi)
e d, i = 12

Construim

paralelipipedul

determinat de vectorii MM, , v,si v, si observim ci distanta & (d|,
d,) dintre dreptele d; si d, este data de o (P;, P»), distanta dintre P; si P, si
este egala cu Tnaltimea paralelipipedului astfel construit. Avand in vedere
interpretarea geometrici a produsului mixt <M M,,v, Xv,>, putem

exprima in doua feluri volumul paralelipipedului si obtinem

(653) 5(d1, d2) — 5(P1, P2) _ < Mle’v_l XVZ >|

v, xv, |l
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6.6. Exercitil

1. Sa se scrie ecuatia planului 7, daca se cunosc punctele A (a, 0, 0), B (0,

b, 0), C (0, 0, ¢) in care acesta intersecteaza axele reperului Oxyz.

R: Ecuatia carteziana a planului determinat de puncte A, B, C este

x—a y z
—a b 0/=0. Calcul determinantului conduce la ecuatia X % +2=1
a C
-a 0 ¢

numita si ecuatia prin taieturi a planului 7.

2. Sa se arate ca o conditie necesara si suficientd pentru ca patru puncte

oy ozl
) o o A Xy % 1
M(x;y;, z;), i =1,4 sa fie situate intr-un plan este =0.
Xy ¥y oz 1
X, Yy z4 1
oy oz 1
Xy =Xy Yo=Y 2477
L. < oy, oz
Indicatie: Observam ca =0 x,-x, ¥,-y, 7,-2|=0&
Xy 1
X3 =Xy Ys—Y, 2377
X, ¥,z 1

<MM,, MM, xM M, >=0. Se aplicd Teorema 2.6.1.

3. Sa se scrie ecuatia unui plan 7 care

a) este paralel cu planul xOy si trece prin punctul A ( 2, 1, 5).

b) trece prin punctul A ( 1, 2, 3) si contine axa Oy.

c) este paralel cu axa Ox si trece prin punctele A (4, 0, 2) si B(5, 1, 7)

R: a) Normala la plan este n=0i+ 0] + k. Scriem formula (6.3.1) si obtinem O(x -
2)+0(y-1)+ 1(z-5)=0. Deci & are ecuatia z-5 = 0.
b) Daca planul & contine axa Oy atunci el contine doua puncte de pe axa, de exemplu

O (0,0, 0), B (0, 1, 0). Ecuatia planului determinat de cele trei puncte A, O, B este
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=0, adici 3x + y = 0. ¢) In mod evident planul contine punctul A si este

- o O X~
N = O <
w O O N
[T e S e S

paralel cu dreptele suport ale vectorilor liberi AB = (5-4) i+ (1-0) 3 +(7-2) k si
i (vectorul director al dreptei Ox). Aplicdam formula (6.6.7) si avem

x—4 y-0 z-2
1 0 0 |=09y-22=0.
1 1 5

4. a) Sa se scrie ecuatia planului determinat de punctele M,(1, -1, 1),
M;(0,2,4), M5(1,3,3).

b) Sa se verifice daca punctele M, (1, -1, 1), M,(0,2,4), M5(1,3,3), My(4,
0, -3), Ms(0, 0, 3) sunt coplanare.

x y z 1
. . . 1 -1 1 1 .
R: a) Scriem ecuatia (6.3.4) si avem T 0o 2 41 0.Deci : -3x +y —
1 3 3 1
4 0 -3 1
. . I -1 1 1 _
2z + 6 = 0. b) Aplicdm exercitiul 2. Observam ca 0 2 4 1 =0 si deducem ca
1 3 3 1
0 0 31
I -1 1 1 _
Men(r este planul de la punctul a)). Deoarece 0 2 4 1 =0, rezultacasiMsem
1 3 31

Deci cele 5 puncte sunt coplanare.

5. a) Sa se scrie ecuatia unui plan care taie axele de coordonate in
punctele M,(1, 0, 0), M,(0, 2, 0), M5(0, 0, 3).
b) Sa se scrie ecuatia generald a unui plan care trece prin punctul My(-1,

2, 7) si taie axele de coordonate in segmente egale intre ele.
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c¢) Sa se determine intersectiile cu axele de coordonate ale planului P: 3x
—4y +67 -24 = 0.

R: a) Aplicam ecuatia prin taieturi (vezi Ex. 1) si avem ?+ % +§ =1.

b) Ecuatia prin tdieturi (vezi Ex. 1) a planului 7 este XYz 1, a # 0. Punand

a a a

o\ . -1 2 7 - . .
conditia My € &, obtinem — +—+ — =1, de unde rezulta a = 8. Ecuatia planului este
a a a

X +y+z-8=0.c) Ecuatia prin taieturi a planului P este %+L +§ =1. Punctele

de intersectie cu axele sunt A (8, 0, 0), B (0, -6, 0), C (0, 0, 4).

6. a) Sa se scrie ecuatia unui plan care trece prin My(1, -1, 2) si este
perpendicular pe dreapta MyP, unde P(3, 4, 1).

b) Sa se scrie ecuatia unui plan stiind ca My(2, -6, 3) este piciorul
perpendicularei coborate din originea reperului cartezian pe acest plan.

R: a) Stim ca o normala la plan este vectorul liber M_OP =(3-1) i+ (4+]) ] +(1-2) k

Folosim ecuatia (6.3.1) siavem 2(x- 1) +5(y + 1) - 1(z-2)=0&2x+5y-z+5=0.
b) O normald la plan este M_OO =21i- 6] +3k. Ecuatia planului 2(x - 2) - 5(y + 6)
+3(z-3)=0&2x-6y+32-49=0.

7. Sa se scrie ecuatiile dreptei care trece prin My(2, -7, 15) si
a) este paralela cu axa Ox;

x—=1_ y-2 z+3

b) este paraleld cu dreapta d;: = .

2x —y+3z+1=0

c) care este paralela cu dreapta d»:
) P pa a2 { 2+15=0

R: a) Un vector director al dreptei este i Adaptand ecuatiile din Observatia 6.4.1

(cazul 1) 1a cazul de fatd avem y = -7, z = 15, x € R.
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b) Vectorul director atét al dreptei d;, anume v =4i- 73 + 6K este vector director si

pentru dreapta cautata. Scriind ecuatia dreptei care trece prin My si are vectorul

x—2 y+7 z-15
-7 6

director v avem

¢) Fie ni= 2i- j + 3k vectorul normal la planul 2x -y + 3z + 1 = 0 si n:= Kk
vectorul normal la planul z + 5 = 0. Atunci n X n» este vector director pentru dreapta
d; si, in consecintd, pentru dreapta cautatd d. Deoarece HIX sz -i- 2], ecuatiile

dreptei d sunt X _12 = y_+27 ,z=15.

8. a) Sa se scrie ecuatiile dreptei care trece prin M;(3, 0, 1), M,(0, 2, 4).
b) Sa se studieze coliniaritatea punctelor M;(3, 0, 1), M,(0, 2, 4), M5(1,
4/3, 3).

x=3 y-0 z-1 x-3
= = &
0-3 2-0 4-1 -3

z—1
3

R: a) Scriem ecuatiile (6.4.8) si avem

Y
2

b) Coliniaritatea punctelor M;, M, si M3 este echivalenta cu faptul ca Mze M| M..

Deci coordonatele punctului M3 trebuie sa satisfacd ecuatia dreptei M;M; obtinuta la

1-3_4/3 3-1

3 5 rezulta ca Intr-adevar Mze M ;M;, deci

punctul a). Deoarece

punctele M, M; si M3 sunt coliniare.

9. a) Sa se scrie ecuatiile dreptei care trece prin My(7, -15, 13) si
formeaza cu axele de coordonate unghiurile o = /3, B = w/4, y= /6.

b) Sa se determine cosinusurile directoare ale dreptei

d;: x-17 _y=3 ,Z=5.
4 3

c) Sa se determine cosinusurile directoare ale dreptei da:

2x—-3y—-3z-9=0
x—=7=0 .
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R: a) Se cunoaste vectorul director al dreptei v = cos(n/3)f+ cos(n/2)j + cos(n/6)E

= (1121 + ( V2 /2) 3 + ( J3 2)k . Ecuatiile canonice ale dreptei sunt
x=7 y+15 z-13

172 J2/2 372

. b) Vectorul director al dreptei este v=4i+ 33, deci

versorul director este V_O (4/5)f+ (3/5)]. Deci cosinusurile directoare sunt

v
I
cos(aw) = 4/5, cos(B) = 3/5, cos(y) = 0. c¢) Fie ni=2i- 3j - 3k vectorul normal la
planul 2x - 3y -3z2-9=0 si n.=1 vectorul normal la planul x - 7 = 0. Atunci nix
no=- 33 + 3k este vector director pentru dreapta d,. Versorul director pentru aceasta

dreaptd este e = -1/ V2 )j + (1/\/5 Yk . Cosinusurile directoare sunt cos(o) = 0,

cos(B) = 1742 ., cos(y) = 142

x==2+3Au—4v
10. Fie planul { y=1-2u+mav , u, v € R. Sa se gaseasca A si u astfel incat
z=1—u+ Av

planul si fie ortogonal pe vectorul v =i+ 7j + 11k. Sa se scrie ecuatia

generald a planului.

R: Comparand cu ecuatiile (6.3.8), deducem cd planul este paralel cu dreptele suport
ale vectorilor vi=3Li- 2j - puk si respectiv vo= -4i+ j + Ak. Atunci fiecare din
vectorii ;1 si ;2 este ortogonal cu vectorul v. Deci <V, ;1> =0, <V, ;2> = 0.
Obtinem sistemul 3A - 11 -14 =0, 11A + 7 -4 = 0. solutiile sunt A =1, pu = -1.

11. Sa se scrie ecuatiile dreptei care intersecteazd doud drepte date

. x=3 y-5 z x—10 y+7 z
d: S =< —=
2 3

== sids: =2 i care
p e 2 1°?

a) trece prin punctul M(-2, 3, 7).

b) este paraleli cu dreapta ds: > ;r 2_y-l_z=3

R: a) Fie d dreapta cautata si fie v = li+ mj + nk vectorul ei director. Deoarece d
trebuie sa intersecteze pe d;, ele trebuie sa fie coplanare. Fie M, M;(-3, 5, 0) € d;.

Atunci v, MM, §i v, = 2i+ 3j +k (vectorul director al lui d;) sunt coplanari.
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Similar ¥, MM, , M(10, -7, 0) € d> $i v, = 2i+ 3j +k (vectorul director al lui

Il m n I m n

d) sunt coplanari. Obtinem |1 -2 7| =10, |-12 10 7| = 0. O solutie a acestui
2 3 1 5 4 1

sistem este 1 = -1603, m = -2380, n = 847. Ecuatille dreptei sunt

x+2 y-3 z-7
-1603 —2380 847

b) Dreapta ciutati d este paraleld cu dz deci v = 8i+ 7] + k este vectorul ei director.
Dreapta d poate fi consideratd ca intersectia a doud plane 7; determinat de dreptele d
si d; si celdlalt 7, determinat de dreptele d si do. Pentru determinarea fiecaruia dintre

cele doud plane avem cate un punct si doi vectori necoliniari. Ecuatiile lor sunt m; :

x+3 y-5 z x=10 y+7 z
2 3 1l=0-2x+3y-52-21=0,m,:| 5 4 | =0 x+y +2z
8 7 1 8 7 1

) By {—2X+3y—52—21=0
+ 17 = 0. Deci dreapta d are ecuatiile
—-x+y+z+17=0
16. Fie punctul M ( 2, 1, 0) si planul (P) 2x + 2y + z = 1. Sa se determine:
a) proiectia lui M pe plan;
b) simetricul lui M fatd de plan;
c) distanta de la M la (P).

R: a) Dreapta d perpendiculara pe planul P, care trece prin M, are vectorul director Vv

x=2 = yT_l = % . Intersectia ei cu planul P

(proiectia lui M pe plan) este punctul M"(8/9, -1/9,-5/9). b) Simetricul lui M fata de

= 2i+ 2j + k si ecuatia canonica

planul P este punctul N(a,b,c) situat pe dreapta d (perpendiculara pe planul P ce
contine pe M) cu proprietatea M"N=MN (adica M" este mijlocul lui MN). De aici
rezultd (2+a)/2 = 8/9, (1+b)/2 =-1/9, ¢/2 =-5/9. Avem a=-2/9,b =-11/9, ¢ =-10/9.

2:24+2-1+1-0-1

N2E+27 417

¢) Folosim formula (6.5.2) si avem 86(M,P) = 5/3.
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x+y+z-1=0
3x—y+4z-29=0"
departat de punctele A (3, 14,4) si B (5, -13,-2).

x=15/2-5/4c
R : Ecuatiile parametrice ale dreptei d sunt {y=-13/2+1/4a, oc R. Un punct

17. Pe dreapta d: { sd se gaseasca un punct egal

=0

M(15/2-5/4a,-13/2+1/40, o) € d este egal departat de punctele A si B daca si numai

daci “MAH - HMBH . adica dacd (9/2-5/40)+(1/40-41/22+(a-4)2 = (5/2-

5/400)%+(1/404+13/2)%+ (042)? < 404-(61/2)0. = 0 < o= 808/61.

18. Sa se scrie ecuatiile perpendicularei comune si s se calculeze distanta
dintre dreptele:
x—1 -3 z . X z7—
(di): = —=F==0 i (d) — ==
R: Fie v, = 2i+ j +k vectorul director al lui d; si v, = -i
director al lui d,. Fie M(3, 4, 1) € d; i N(-1, 2, 2) € dy. Atunci V = v, XV, = 1i+3]
- 5k este vectorul director al perpendicularei comune d. Ecuatiile perpendicularei
x=3 y—-4 z-1 x+1 y—-2 z-2

+ 2] +k vectorul

comune d sunt 2 1 1 1=0,]-1 2 1 |=0.
1 3 -5 1 3 -5
. —-8x+1ly+5z2-25=0 x+9/35 y-73/35 z
Deci d : = = =—.
—13x—-4y—-5z+5=0 -1/5 -3/5 1

< MN,V, XV, >l
Distanta dintre cele doud drepte este O (di, dp) = E Vl_ \I/IZ = 15/ /35 (vezi
V, XV,

formula (6.5.3)).

19. Sa se arate ca dreptele (dl):x—_1=§= si (d»):

-2

NSRS

x+1 _ y-1_ z+1
2 3

ele.

R: Fie M(-1, 3, 2) € d; si N(1, 4, 1) € dy. Vectorul liber v, = -2i+ 3j +3k este

vectorul director al lui d; si v, = 2i+ 3j +2k al lui d. Avem v,xV,= -3i+ 10j -

sunt oarecare n spatiu si sa se determine distanta dintre

12k si MN = 2i+ 3 - 1k. Deoarece <W,V1XV2 > # 0, dreptele sunt oarecare.

Aplicand formula (6.5.3) obtinem & (ds, db) = -~ hﬁlj’vl_x V”2 >l 1614253,
v, XV,
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CAPITOLUL 7

CONICE SI CUADRICE

i

Definitie Mulfimea H = {(x;, X3, ....x,) €R" 1 > > a.x,” + 2D bx, + ¢ =
i=1

j=1 =l

n n
2
0, aj, b, ¢ €R, a; = a; , Y. Ya, # 0} se numeste

j=l i=l
hipercuadrica (sau hipersuprafata) in R". In cazul n =2
hipercuadrica se mai numeste conica iar in cazul n = 3 se

numeste cuadricad.

n n
c.r 2 . - - . .
Conditia ) Eaij # 0 ne asigurd ca ecuatia ce defineste
=1 i=l

hipercuadrica este de gradul al doilea. Daca ZZaUZ = 0, ecuatia in
=1 i=1

discutie este de gradul Intai si defineste fie o varietate liniard (mai precis

un hiperplan) dacé ¢ # 0, fie un subspatiu vectorial al lui R", daca ¢ = 0.

CONICE
7.1. Reducerea la forma canonica

Avand in vedere notiunea de hipercuadricd introdusd mai sus
putem da urmatoarea definitie a conicei. Fie E, spatiul punctual euclidian

bidimensional (adica dimgrV, = 2, unde V, = {a€ V3, exista A,.B €E,a.l.

5
AB e a}. In acest spatiu consideram un reper cartezian ortonormat xOy

definit de punctul O € E, si 0 bazi canonicd {i,j} alui V,.
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Definitia 7.1.1. Submultimea (C) a spatiul euclidian E,, formata din toate
punctele M(x,y,z)eE, ale caror coordonate satisfac
ecuatia

(7.1.1) ax + 2aXy + a22y2 + 2a;3X + 2253y + a33 =0,
unde a; € R, ij €{1, 2, 3}, a“2 + au2 + 32227,5 0,
se numeste conica. Ecuatia (7.1.1) este numita ecuatia

generala a conicei. Matricea simetrica A = (aij )i i se

va numi matricea conicei (C).
Introducem notatiile

(r**) A=det(A), &= e , I=a; + ap si A= (aij)- i
an d» B

In cele ce urmeaza vom folosi metoda valorilor proprii pentru a
determina un reper ortonormat cartezian {O%,i',j’ } fatd de care ecuatia

conicei sa aiba forma canonica (sau forma redusd)(a se vedea si Anexa I).
Metoda valorilor proprii

Consideram forma patratica q(x, y) = anx2 + 225Xy + azzyz, ap 70
care apare 1n ecuatia generald a conicel. Se stie ( vezi Teorema 5.2.1) ca

existd o bazd ortonormati in R* (formati din vectori proprii ai matricei
A) in care forma patraticd q(x, y) are forma canonica q(x, y) = A x> +
Ay?, unde A, i = 1,2 sunt valorile proprii (egale sau nu) ale matricei A.
Se stie ca ecuatia caracteristicd a matricei A este det(K -AI) =0, sau
(7.1.2) A -TL+8=0

Deoarece A este o matrice simetrica, valorile ei proprii sunt reale si, in

consecinta, ecuatia de gradul doi de mai sus are radacinile A, A, reale.
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In continuare vom arita cum se reduce la forma canonici conica (C) in
functie de natura radacinilor ecuatiei (7.1.2).

Cazul 1. Daca A, = A,, atunci discriminantul A, al ecuatiei caracteristice
este in mod necesar nul, adici F - 48 = 0. Deducem ca (a;; — a22)2 +
4(::112)2 =0 “aj;=axp st ap=0,, In acest caz avem a;; # 0 (altfel nu
este Tndeplinita conditia a“2 + 3122 + a222;£ 0) si ecuatia conicei devine
a11X2 + 3111}’2 +2apx +2apny +ap =0 a;(x + 313/a11)2+ ap(y + 323/311)2
+a33 - (a3/an)’ ~(ax/a;)’ = 0.

Efectuand translatia x’= x + ajs/a;;, y =y + ax/a;;, obtinem ecuatia
redusda a conicei:

ax+any’ +a5=0,

unde a’'33 =" a3 - (313)2/311 '(323)2/311-

Deci, fata de noul reper cartezian definit de punctul O™ (- a;3/ay, - aj3/a;;)
si aceeasi bazd canonicd {i, j} alui V,, conica este in forma redusa.
Cazul al II-lea. Daca ecuatia (7.1.2) are doua radacini distincte A; # A,,

atunci fie v, respectiv v,, vectorii proprii corespunzitori celor doud

o 1w . .. .. \Y T - . A : -
radicini. Versorii proprii €; = —— = Oji+ B1j §i €, = ——= i+ Byj

v v

formeaza o baza ortonormata in V, . Presupunem ca acestia au fost astfel

a, 131
a, ﬁz

alesi Tncat matricea R = { J, de trecere de la baza B = {i, j} la

baza B" = {é 1 éz}, sd defineasca o rotatie (vezi Definitia 6.2.1).

Se cunoaste faptul ca R este o matrice ortogonala (vezi Propozitia
4.4.1 pct. 6). Deci ar fi suficient ca versorii él, éz sa fie alesi astfel incat
det(R) = + 1. Daca aceastd conditie nu este indeplinitd, atunci inmultim

unul din versori cu -/ sau i renumerotadm (pe ei si implicit valorile proprii
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corespunzatoare) si conditia va fi Tndeplinitd. Schimbarea de coordonate

o . .. X" X
corespunzatoare acestei rotatii de centru O este ( j = R ( j sau,
y y

echivalent, (;J =R" [);J, unde noul reper cartezian este {O, él, éz}.
In urma acestei schimbari de coordonate, ecuatia (7.1.1) devine

(7.1.3) Mx 2+ Aoy 2 + 28 35X + 28753y + a33 =0, unde a' 13 = a;304 +

a23P1, @3 = 21300 + az3P,.

(i) Daca A; # 0 si A, # 0, procedam ca in cazul 1. Astfel, efectudnd

translatia X "= X" + a’13/A;, Y =y + a /A, obtinem forma redusa

(7.1.4) X+ Ay P+ at =0,

unde a” "33 =" a33 - (3\13)2/7b1 ~( 3\23)2/7%-

(ii) Daca una din solutiile A; sau A, este zero, atunci forma redusa se

obtine tot in urma unei translatii. Presupunem ca A; # 0, A, = 0.

ii,). Daca a"p; # 0, efectudam translatia X "= X" + 2’ 3/A, ¥~ = y+ A 33/

(2a°23), A 33 ="" as3 - (a'13)/A; si obtinem forma redusa

(7.1.5)  Mx7+2a 3y =0.

1ip) In cazul in care a'53 = 0, efectuam translatia X" =x" 4+ a 3/A, y = ¥

si forma redusa este 7»9(“2 + A 33 = 0. Cazul A, # 0 se trateaza analog.

Observatia 7.1.1 a) In cazul I, matricea asociatd formei reduse a conicei

a, 0 O
(C)este D= 0 a, 0 |.Notam cu A", &, I' numerele definite de
0 0 ay,

(***) pentru matricea D. Tinand cont de relatiile intre radacinile si
coeficientii ecuatiei de gradul al doilea (7.1.2), obtinem & = (a;;)* = & si

I' =2a;, = 1. Pe de alta parte, A"= (311)2 as= (311)2 [as3 - (a13)2/ ar; —(a23)2/
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a;;] = A . Deci, in urma translatiei, valorile A*, ", I' ramén egale cu cele
initiale A, 9, L.
b) In cazul al II-lea avem subcazurile

i) Dacd A, # 0, atunci conica (C), in forma redusa, are matricea

A 0 0
0 4, 0 |(vezirelatia (7.1.4)).
0 0 a’y

Rationind ca mai sus avem & =AM =0, =A; + A, =1L

a 161

Mai departe, obseram cd matricea de rotatie R = (
aZ 2

J poate fi scrisa

( C(_)¢ Sln([j}, ® € [0,2m). Intr-adevir, daca e, = cosOi+ sin ¢j si e, =
—sing cos¢@

cosOi+ sin@j, ¢, 8 € [0, 2x] din conditia det(R) = +1 rezultd usor ci 0 - ¢
= 7t/2. De aici rezulta concluzia.

Cum e, este vector propriu corespunzator valorii proprii A,

a, a,, — sin ¢ 0

-A 0) .
deducem ca (a“ ' alz/i ] (Cowj = ( J sid=a; +antgd=an+ap
1

ctgd dacd cos@, sing # 0. Analog, A, = aj; - aj, ctg@ daca sing # 0. De

aici rezulta si formulele

(7.1.6) ctg(2¢) = auz—&
12
(7.1.6") 1+tg2¢:7u—7u2
o tgd an

in COHCIUZiC, A= 7\.17\,23.\\33 = 7\,17\42[3.33 - (3\13)2/7\,1 -( 3\23)2/}\/2], daca
cos@, sing # 0. Tinand cont de relatiile (7.1.6), (7.1.6") si de faptul cd a’ 3

= a3 COS¢+ a3 sin¢, a3 =-ap; sin¢+ a3 COS¢$i 7\«17\/2 = 5, ob‘ginem
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A'=08azy - (ay -apcigP( a3 cosP + ax sin¢)2 — (a; + ap 189)( - a3
sing+ axcos@)’ = 8 azs - arn (ar3)” + 2a12(a13)°cgt20 - ayy (a3)° + 2 @y an
By = A+ ay (a13)” + 2a;5(a;3)cgt20 - aj; (ax)” .

Deci A= A + (a3 —a;1)(a13)” + 2a10(a13)°cgt20 .

Aplicand din nou formula (7.1.6), rezultd ca suma ultimilor doi
termeni din membrul drept al formulei de mai sus este zero i A'= A.

Daca cos¢ = 0 sau sing = 0, demonstratia este imediata fiind lasata
ca exercitiu pentru cititori. Acum vom discuta cazul ii).

ii,, Daca A #0, A, =0 si a'»; # 0, atunci matricea asociata formei reduse

A 0 0

a conicei (C)este | 0 0 a,, |(vezi relatia (7.1.5)). In mod evident §" =
0 a, O

§=0,T =7 =L Observim ci A= - Ai(a;)° . Observim ca E:z

a1 : a

== = i- - = j este un vector propriu corespunzator valorii
\/aIZ +all \/aIZ +a11

dpd ;3 —andy,

[ 2
a, +a,

a 1[322(313)2 +(a23)2 a,,—24,,2,,,]
a11(322 +a11)

A/I . Acum este clar ca A" = - 7\11(3\23)2 = (-D(-A/T) = A.

. N . 2
proprii  A,. Atunci a',; = si, cum (a;2)” = ajjaxp, avem

2 2 _ 2 ~ N2
\/a12 ta,; = \/allall+all si(a3)” =

iip. Daca A; # 0, A, = 0 si a’»; = 0, atunci, pentru acelasi versor ales mai
sus, avem ajppajz = ajjay; sirezultd A =0. Deci A'= A =0.

¢) Daca forma patraticd q(x, y) este in forma canonica, adicd a;, = 0, nu
este nevoie de rotatie, forma redusd se obtinandu-se in urma unei
translatii. Exercitiu: Aratati ca si in acest caz valorile A, J, I raman

neschimbate Tn urma translatiei..
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Rezultatele de mai sus sunt rezumate in teorema urmatoare.
Teorema 7.1.1. a) Pentru orice conica (C), exista un reper cartezian
ortonormat x""0y"" fata de care conica are forma redusa
A]x\\z + ﬂzy“z +a =0
b) Numerele A, O, I definite de relatia (***) sunt
invariante la translatii si rotatii, adica A= A, 0= 0,
I=1 unde A, O, I sunt cantitdtile definite de (***)
pentru matricea asociata conicei in reperul x*"Oy"™".
Demonstratie. Punctul a) a fost demonstrat mai sus. Veridicitatea
afirmatiilor de la punctul b) a fost doveditd in cazul particular al rotatiilor
si translatiilor folosite in demonstratia punctului a) (vezi Observatia 7.1.1.
b)). Cazul unei rotatii, respectiv translatii, oarecare poate fi tratat

asemanator. Pentru o demonstratie completa cititorul poate consulta [6].

Numerele A, d,1 se numesc invariantii conicei: A este numit

invariantul cubic, 8 - invariantul patratic $i 1 - invariantul liniar .

Definitia 7.1.2. Se numeste centru al conicei (C) un centru de simetrie

al multimii punctelor de pe conica (C) .

Multimea punctelor din plan de pe conica (C) poate avea sau nu un
centru de simetrie.

Daca conica (C) ar fi caracterizata analitic de o ecuatie de forma
a; x> + 2appxy + a22y2+ k = 0, atunci originea reperului ar fi centru de
simetrie al conicei. Geometric, originea reperului este centru de simetrie
daca si numai daca simetricul unui punct oarecare M(x, y) de pe conica,
fata de origine, este tot pe conica. Analitic acest lucru se reduce la

conditia f(x, y) = f(-X, -y), unde f(x, y) = a;1x + 2apXy + any+ k.
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In cele ce urmeazi ne propunem si determinim conditiile in care
conica (generald) (C) admite centru de simetrie si ,in caz afirmativ, sa
gasim acest centru. Convenim sd notdm cu f(x, y) functia definitd de
membrul sting al ecuatiei (7.1.1)

Presupunem ca (C) are centrul de simetrie Cy(X,,y,) € E,. Efectuand
translatia reperului {O,7,j } in punctul Cy, obtinem reperul {C,,7,; } fata
de care un punct oarecare M(X, y)€ E, va avea coordonatele (x°, y'), date

de relatiile:

(7.1.7) {":x"”,
y=y.+y

In noul reper, ecuatia (7.1.1) se scrie
(7.1.8) anxX >+ 22X’y + any ” + 2(a11X + a2Yo + a13)X +
+ 2(a21Xo + a22¥0 + 823 )y +f(X0,¥0) =0
Notand cu g(x, y) functia din membrul stang ecuatiei (7.1.8) si impunand

conditia de simetrie, g(x",y") = g(-x",-y") obtinem:

(7.1.9) a;,X,+a,y,+a;; =0 sau fx:(Xo,yo) =0 -
a,X,+ta,y,+a, =0 fy (X0,¥,)=0

Ecuatiile (7.1.9) reprezintd ecuatiile centrului C, al unei conice

(bineinteles, daca acesta exista). Avem cazurile:

a) = 9.0, Atunci sistemul (7.1.9) are solutie unica si punctul
ax  dA»

Co(Xo,Yo) este centrul conicei (C);

b) 6= T | Sistemul (7.1.9) nu are solutie sau admite o infinitate
adn dx

de solutii s1 conica (C) nu are centru unic la distanta finita.
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7.2. Reducerea la formi canonici a conicelor cu centru, 6 #0

In sectiunea precedenti am vizut ca orice conica poate fi adusi la
forma canonica prin rotatii si/sau translatii.

In cazul conicelor cu centru in punctul Cy(Xo, yo), se efectueaza
translatia reperului {O,1,] } in punctul Cy(X,,y,) (datd de ecuatiile (7.1.7))
si ecuatia conicei devine

anx T +2aXy +any  +k=0 , k=£X0,Yo).

Propozitia 7.2.1. Constanta k din ecuatia de mai sus se poate calcula
fara a cunoaste coordonatele centrului Cy(x,,y,) al

conicei. Valoarea ei este A/¢.

Demonstratie. Avem k = f(X,,y,) = a11X02 + 2a15XoYo + a22y02 + 2a;3Xo +
2a53y0 + as3 = Xo(a11X0 + a12Y0 + a13X0) + Yo(@12Xo + anyo + a23Xo) + 413X +
Ax3yp + a33.

Avand in vedere (7.1.9), deducem ca f(X,,y,) = a;3Xo + ax3Yyo + azs.

. . a a a a
Tot din (7.1.9) rezultd cixg=| > " R

1 siyy=- /9 si inlocuind

dy dn; 12 403

in formula lui f{x,,y,) rezulta f(x,,y,) = A/d. Deci k = A/J si, in mod clar,

aflarea lui k nu este conditionata de rezolvarea sistemului (7.1.9).

Dupa ce s-a efectuat translatia descrisd prin ecuatiile (7.1.7) se
procedeazd asa cum am ardtat in sectiunea 7.1. Concret, se parcurg pasii
urmatori:

Pasul I. Se calculeaza invariantii conicei si se scrie ecuatia A> I A + & = 0,

numitd ecuatie seculara;
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Pasul al-II-lea. a) Daca ecuatia seculard are radacini egale, atunci, asa
cum am vazut In sectiunea 7.1, nu mai este necesard rotatia pentru a
aduce conica la forma canonica. Conica este deja Tn forma redusa.

b) Daca ecuatia seculari are radacinile diferite A, A,, atunci se calculeaza
versorii proprii €, €, corespunzatori valorilor proprii A; si A, astfel incét

matricea R de trecere de la baza {i, j} la baza {e, e,}, si defineascd o
rotatie. Se efectueaza rotatia si se obtine forma canonica

(7.2.1) Mx 7+ Ay 4+ A/S=0

a conicei (C).

a, ﬁl

Facem observatia cd matricea de rotatie R = [
aZ 2

j poate fi scrisd

{ cog sing

, j, unde unghiul ¢ este dat de relatia (7.1.6). In acest caz nu
—sing cos¢

mai este necesara determinarea versorilor proprii.

Observatia 7.2.1. a) In cazul conicelor cu centru, forma canonica (7. 2.1)
se poate scrie cunoscdnd numai invariantii acesteia: A, dsil.

b) In reducerea la formd canonicd a ecuatiei unei conice cu centru, nu
conteaza ordinea efectudrii izometriilor (respectiv translatia Tn centrul
conicei §i rotatia).

c) Axele de coordonate Cx™ si Cy~ sunt axe de simetrie pentru
conica (C), adica reperul {C,é,é. } este reperul In care conica este
caracterizatd printr-o ecuatie redusd (ecuatie Tn care conica poate fi
recunoscuta.)

Daci ¢ este unghiul cu care este rotit in sens trigonometric reperul {C, i,
j}, pentru a obtine reperul {C,é.é.}, si @ # 0, w2, 3772, atunci pantele

acestor axe de simetrie sunt m; = tgd si respectiv m, = -ctgd. Stim deja ca
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m; + m, = ctg2¢ = (ax - aj1)/ay, s1, evident, mym, = -1. De aici rezulta ca
m;, m, sunt radacinile ecuatiei de gradul al doilea

(7.2.2) a2 m’ + (aj1—ap)m-—ap=0,

numitd ecuatia pantelor axelor de simetrie ale unei conice nedegenerate
cu centru la distanta finitd. Acum, ecuatiile axelor conicei pot fi scrise
usor, deoarece acestea sunt drepte care trec prin centrul C(x,,y,) si au
pantele m; si m,, solutii ale ecuatiei (7.2.2).

d) Analizand forma canonica (7.2.1), distingem urmatoarele situatii:

Cazul1° A#0

a) 0>0 = AA, =98> 0siecuatia (7.2.1) poate fi pusd sub una din

2 2 2 2

X X
formele : 5 Y ——1=0 sau —; +Y 5
a b a b

+1=0, a,b >0. Conica este fie o

elipsa reale, fie multimea vida.

b) d <0 = AA, = 8 <0 siecuatia (7.2.1) poate fi pusa sub una din

2 N2 2 N2
X X

Y _1=0sau -
a b a b

formele : +1=0, a,b >0. In acest caz conica

(C) reprezintd o hiperbola. Dacd I=a;; +an=0& A, =-A,,adicd a=
b, hiperbola este echilatera .
Cazul2° A=0

a) 0>0 = AA, =0> 0 siecuatia se scrie sub forma o’ x>+
Bzy“2 = 0. Conica se reduce la un punct, centrul Cy(X,,Y,) -

b) <0 = AMA,=08<0, ecuatia (7.2.1) poate fi pusa sub forma

X -Py =0 o (x> -ByY) (0x™ + By™) = 0. Conica
reprezintd doua drepte concurente .

Deci, invariantul cubic A ne ofera informatii despre natura conicei,

iar invariantul patratic & ne da informatii despre genul conicei (C). Astfel,

vom Spunec:
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daca A # 0, atunci conica este nedegenerata, iar
dacd A =0, conica este degenerata.

Daca
0>0 - conica(C)este de gen elipsa, iar daca

d<0 - conica(C) este de gen hiperbola .

Exemplul 7.2.1. Sd se aducd la forma canonicd conica (C): 5x° + 8xy +

5y — 18— 18y + 9 = 0.

5 4 -9
Matricea conicei este A=| 4 5 -9 iarinvariantii ei sunt A = -81,
-9 -9 9

0=29,1=10. Deoarece 6= 9 # 0, conica are centru C(x,, y,),

coordonatele centrului fiind solutiile sistemul {10X° +8y, ~18=0 .

8x, +10y, —18=0
Deducem ca x, =y, = 1. Efectuam translatia definita de ecuatiile (7.1.7)
si aplicand Propozitia 7.2.1 rezulta ca
ecuatia conicei in reperul cartezian {C, i,
i} (x°Cy*) este
Sx + 8xy + 5y —81/9 = 0.

Ecuatia seculard este X =10 1+ 9 = 0 si

are radacinile A; = 1, A, = 9. Versorii

proprii corespunzatori lui A; si Ay, alesi

astfel incat sa defineasca o rotatie, sunt €

= I/N2i- 1/N2 j si e; = 1/N2 i+ I/N2 j. Efectudm rotatia (Xj =
y

( 12 Uﬁ} [X J si deducem ca, in reperul {C, é], éZ}(x“Cy“),
y

“1/V2 12\
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¥ _ 9 = (. Reprezentarea graficd a

conica are forma canonicd x> +9y
conicei este realizat in Fig. 31. Conica este o elipsa (vezi Anexa I pentru
definitia si proprietatile elipsei).

Observam ca am fi putut calcula direct unghiul de rotatie folosind
relatia (7.1.6). S-ar fi obtinut ctg2¢ =0. Daca alegem ¢ = 774, din
relatia (7.1.6"), rezultd ca sign(A;-A;) = - sign (a;,), deci A;-A, < 0, adica
numerotarea valorilor proprii corespunde rotatiei de unghi ¢ = 704 si
obtinem aceeagsi forma canonica ca mai sus. Reamintim ca forma
canonica poate fi diferita daca alegem o alta baza §i implicit un alt unghi
de rotatie. De exemplu daca alegeam ¢ = w4 atunci relatia (7.1.6")
conduce la inegalitatea A;-A, > 0, ceea ce inseamna ca valorile proprii

trebuie renumerotate. Deci rotind reperul {C, i 3 } in sens trigonometric

cu unghiul ¢ = w4 am fi obtinut reperul XCY in care conica ar fi avut
forma redusd 9X° + Y> — 9 = 0. Evident reprezentarea graficd a conicei

ramadne cea din Fig. 31.

7.3. Reducerea la forma canonici a conicelor fiaria centru (unic), 6 =0

Reamintim ca in cazul & = 0 sistemul (7.1.9) este incompatibil
sau admite o infinitate de solutii, adica conica (7.1.1) nu admite un unic
centru de simetrie sau conica admite o infinitate de centre de simetrie.

In acest caz, nu existi o translatie care si ne conduci la o ecuatie
de gradul al doilea fara termeni de gradul intii. Asa cum am ardtat in
sectiunea 7.1, intdi se efectueaza o rotatie, cu originea O ca punct fix,
dupa care efectudm o translatie si obtinem forma canonicd (vezi ecuatia

(7.1.5) ca exemplu).
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Incazul $=0, ecuatia seculara A*-TIAL =0 are radacinile A, =1 i
A = 0. In urma rotatiei indicate in sectiunea 7.1 se obtine ecuatia (7.1.3).
Scriind ecuatia (7.1.3) pentru valorile A, si A, indicate mai sus, avem
(*) IX? + 22 15X + 28 53y + as3 = 0.
Observam ca A = - I(a™»; )2, conform Teoremei 7.1.1. Distingem cazurile:
Cazul 1° A # 0 & a'y; # 0. Efectudm translatia x*= x* + a"j3/A;, ¥ =
Y+ AV / 2ty A3 =" ag - (a'13) /A si punctul O este translatat in

punctul V de coordonate X'y = -a"13/Ay, Y'v = - A" 33/ a'p3. ( Coordonatele

S X7 A . (X —a',/ A
punctului V, in reperul xOy, sunt date de ecuatia [ VJ = RT[ B J )
Yv —ATy/a

Ecuatia conicei capatda forma canonica (7.1.5) sau, echivalent,

(x) =2py", unde p = - a’5y/L. Tinand cont de faptul ca A = - I(a )’
deducemca p== 1/_1—? . Am obtinut forma redusa

-A

(7.3.1) x> )Y =2py,p== o

Conica (7.3.1), raportata la reperul {V, ¢,¢.} este o parabola cu
varful in punctul V. Dreapta V y~ este axa de simetrie a parabolei, iar
dreapta V x  este tangenta in V la aceasta.

Cazul 2° A =0 & a’y; = 0. Ecuatia (*) se scrie
(7.3.2) IxX?+22 15 +a'53=0.
Aceasta este o ecuatie de gradul al doilea in X" cu radacinile k; si

ks , reale sau complexe si discriminantul A, = (a’j3)* - 4I a’y;. Forma

.. . . ' A
canonica a ecuatiei (7.3.2) este(x' + %) - 4;2 =0
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a) dacd ecuatia (7.3.2) are radacini reale (adica A. = 0), atunci
efectuam translatia x'+% =x" i notdnd AJ(4I") = - K obtinem

urmatoarea forma canonica a conicei.

(7.3.3) x) -k =0.

Dacid k # 0, conica se reduce la doua drepte strict paralele: x> =k, X~ = -

k. Daca k = 0, ecuatia (7.3.3) defineste doua drepte paralele confundate.
b) dacad ecuatia (7.3.2) are radacini complexe (A. < 0), atunci

conica (C) este reprezentatd in plan de citre multimea vida .

Vom spune ca acele conice pentru care 6 =0 sunt de gen parabola.

Observatia 7.3.1. Dacd é.=(a,,f,) este vectorul propriu corespunzator
a, a,+a, =0

. Fie O este unghiul dintre
a o+ a22ﬂ2=0

valorii proprii A, = 0, atunci {
¢, si j.Panta m a axei parabolei este datd de formula

(7.3.4) m=tgf =22 -2

all a12

Exemplul 7.3.1 Sa se aduca la forma
canonicd conica 3x* — 6 xy + 3y° +2x + 2y
-2 =0.

Matricea asociata conicei este A =

3 -3 1
-3 3 1 |giinvariantii sunt A = -12,
1 1 =2

Fig.

1]
L
[

0= 0, I = 6. Ecuatia seculard, P -61=0,
are raddacinile A; = 6, A, = 0. Vectorii proprii corespunzdatori sunt €; =

IN2i-12 sie,=1/N2i+ 142 5.
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12 142 (x\
—1/\2 142

N

- . (x
Efectuam rotatia ( j = (
y y

J si deducem ca, in reperul {O,

e b é2}, conica are forma canonicd 6x> + 232 y* - 2 = 0. Efectuam si
translatia x* = x°, y*= y*-+/2 /2 si obtinem forma canonicd x=(2/3)
y*". Conica este o parabola cu varful in V(1/2, 1/2) (coordonatele lui V
sunt date fata de reperul xOy). Panta axei parabolei este m= -I(vezi

relatia (7.3.4)). Se observa ca forma canonica (redusa) a conicei se putea
obtine direct folosind ecuatia (7.3.1). Intr-adevir, p=24y-(-12)/6’ < p
= #2 /6 si forma canonicd a conicei este x> = -(2/3) ¥ dacd alegem

p=+2/6.

Incheiem aceasta prima parte a capitolului 7 cu urmditoarea
clasificare a conicelor, clasificare in care rolul principal 1l joaca

invariantii A, I si O:

A (natura) | O (genul) Discutie
A#0 0>0 elipsareala, pentru TA<O
conice multimea vida , pentru TA>0

nedegenerate | §— paraboli

0<0 hiperbola

A=0 >0 punct dublu

conice 3=0 pereche de drepte (paralele sau
degenerate confundate) sau multimea vida
0<0 pereche de drepte concurente
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CUADRICE

7.4. Cuadrice date prin ecuatii reduse

In spatiul punctual euclidian E; consideram reperul ortonormat

{O;i,],k }. Reamintim ci distanta dintre doud puncte din spatiu,

M(x1,y1,21) i respectiv N(Xo,y2,22), este

7.4.1. Sfera

O(M,N) = “M_NH = \/(XZ—XI)Z H(y, =y ) +(z,—7 )

Fie C (a, b, c)e E; un punct fixat .

Definitia 7.4.1. Se numeste sfera de centru C §i raza re R, multimea

punctelor M € E; cu proprietatea {d M,C ) =R .

centru C(a,b,c) sirazd R, satisfac relatia :

x—ay+Gy-bY+(@zZ-c) =R

(7.4.1)

numitd ecuatia carteziana implicita

a

Folosind coordonatele

sferice ale punctului M e (S) fata de

reperul cartezian {C;i, j,k } si

definitia sferei, obtinem ecuatiile

(7.4.2)

x =a+Rsin@cosO
y=b+Rsin@sin0,
z=c+Rcos¢

O0,0,0)

Multimea punctelor M(X, y, z) € Ej, care apartin sferei (S) de

unde 0< [0,27), @ € [0, ) si R este raza sferei. Aceste ecuatii se numesc

ecuatiile parametrice ale sferei (S).
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Fie r, respectiv r, , vectorul de pozitie al punctului M de pe sferd,
respectiv al centrului sferei. Atunci ecuatia vectoriald a sferei este:
r=r,+rsin@cos @i +rsin@sin 6 j + rcos@ k in Vs,
Pe de alta parte, ecuatia (7.4.1) este echivalentd cu ecuatia
X+ y + 72 2ax-2by-2cz+d + b+ -1 =0.

Aceasta ne sugereaza studiul ecuatiei generale
(7.4.3) X +y +2° + Ax+By+Cz+D=0,
numitd ecuatia carteziand generala a sferei sub forma normala.
Daci notim m = A/2, n = B/2, p = C/2,1=D - m* -n* — p’, ecuatia (7.4.3)
poate fi scrisd sub forma x* +2m x+ m’+ y*+2ny+ n’ + z’+2pz + p° + 1= 0.

Restrangand patratele, obtinem (x+ m)” + (z+ n)* + (y+p)* + [ =0.
Distingem urmatoarele cazuri
a) dacd [ < 0, atunci existd R > 0 astfel incat [ = -R’, caz in care am
obtinut ecuatia carteziana a unei sfere cu centrul C(-m,-n,-p) si raza R.
b) dacd [ > 0, atunci, in mod evident, nu existd nici un triplet (X, y, z) € R’
care sd verifice ecuatia Tn discutie. Deci ecuatia reprezinta multimea vida.
c) dacd [ = 0 atunci ecuatia generala a sferei caracterizeaza un singur
punct C(-m,-n,-p).

Planul tangent intr-un punct la o sfera.

Planul care un singur punct comun cu sfera este numit planul
tangent la sferd in acest punct.

Fie M, un punct pe sfera de centru C(a,b,c) si razd R, data de
ecuatia (7.4.1). Punctul M(x,y,z) este situat in planul tangent la sfera in

punctul My(Xo,Yo0,Z0)€ (S) dacad si numai daca M.M este ortogonal vecto-

rulti CM o(Xo-2,Yob,Zo-C), adicd (X-Xo)(Xo-a)+ (y-Yo) (Yorb)+H(z-20)(zo-¢) = 0.
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Ecuatia de mai sus se numeste ecuatia planului tangent la sfera in punctul
M, si se scrie sub forma:
(7.4.4) XX+ YYo+zzZy- a(X + X,) - b(Y + ¥o) - €(Z + 7o)+ aZ+b*+*—R*=0
& (x-2) (X0-2) + (y-b) (Yo-b) + (2-¢) (z¢) - R* = 0.
Se observa cd ecuatia (7.4.4) se obtine prin dedublarea ecuatiei (7.4.1).
Procedand asemandtor, obtinem ecuatia planului tangent in punctul M, la
sfera (S) definita de ecuatia (7.4.3). Avem
XX + yZo +zyo + (A/2)(x +Xo) + (B/2)(y +yo) + (C/2)(z +z5) + D =0.
Observatia 7.4.1. Daca (S) este sfera de centru C si razd R si d este dis-
tanta de la centrului sferei la planul (P), atunci avem urmatoarele cazuri :
ed <r -planul (P)este secant sferei (S)
e d =r - planul (P) este tangent sferei (S)

ed>r -planul (P) este exterior sferei (S) .
7.4.2. Elipsoidul

Definitia 7.4.2. Se numeste elipsoid, o suprafata (cuadrica) (E) pentru
care exista un reper cartezian Oxyz fata de care ecuatia
suprafetei este

2

2 2
(7.4.5) x_2 +;—2 +Z—2 -1=0, unde a,b,c > 0.
a

[

Ecuatia (7.4.5) se mai numeste §i ecuatia canonica (redusd) a
cuadricei de tip elipsoid. Ecuatiile parametrice ale elipsoidului sunt

X =asin@cos @
y =bsingsin @, unde 0 [0,27), @ € [0, 7).

Z=ccosQ

Pentru a reprezenta grafic elipsoidului, vom studia intersectiile

acestuia cu plane de coordonate xOy, xOz si yOz. Intersectia elipsoidului

218



Algebra liniara, geometrie analitica si diferentiala

2 2 2 2 2
y - X LY 4
cu planul xOy este elipsa { a_z+b_z+c_2_1_0<:) a2+b2 1=0 ge

z=0 z=0

semiaxe a, b. Asemanator, se arata ca intersectiile cu planele xOz si yOz

2 +Z _1=0
sunt elipsele {2 2 """ i
y=0
2 2
y. zo .
respectiv. {p2 T o2 1=0 (vezi .
x=0 ¥

Fig.34). :
g3%) Fig. 34

Planele de coordonate (plane
principale) sunt plane de simetrie ale elipsoidului, axele de coordonate
sunt axe de simetrie, iar segmentele de pe axele de coordonate de lungime
egale cu a, b si respectiv ¢ sunt numite semiaxe.

Intersectiile elip-soidului cu axele de simetrie vor fi numite varfuri.
Daca doua semiaxe sunt egale, vom obtine un elipsoid de rotatie, iar
pentru a = b = ¢ se obtine sfera.

Originea reperului cartezian este centru de simetrie pentru

multimea punctelor elipsoidului si se numeste centrul elipsoidului.

7.4.3 Hiperboloizii

Definitia 7.4.3. Se numeste hiperboloid cu o panza, suprafata (cuadrica)
(H;) pentru care exista un reper cartezian Oxyz fata de

care ecuafia acesteia este

2 2

2 2 2
(7.4.6) X +Z—2 _: = 0, unde a, b, ¢ > 0.

IS}
o

Ecuatiile parametrice ale hiperboloidului cu o panzd definit de

ecuatia (7.4.6) sunt urmatoarele:
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x=achu cosv
y=bchusinv, ue R, ve [0,27).

z=cshu

Intersectiile hiperboloidului (H;) cu planele 7/l xOy, gl xOz si 1/l yOz,

caracterizate de ecuatiile z = a, y = B si respectiv x =7, sunt curbele date

X 2 y 2 2 x2 z 2 BZ
de ecuatiile: {57 717 "oz 179 elipse), {7 "2 7,7 1TV si respectiv
2=« y=p
2 2 2
yooz v ,
b o2 + a? -1=0 , (hiperbole).
x=7
< < N T H
Se observa ca ecuatia elipselor i
determinate de intersectia hiperboloi-
dului cu planele 7|l xOy se mai scrie %
sub forma:
X 2 y2 Fig. 35

] e

De aici se deduce ca semiaxele elipselor cresc atunci cand distanta
dintre planul &, si planul xOy creste (vezi Fig. 35).

Hiperboloidul cu o panza are aceleasi simetrii ca si elipsoidul. Axa
netransversala a hiperboloidului (7.4.6) este axa Oz. Elipsa obtinuta prin
intersectia hiperboloidului cu planul xOy (ec: z = 0) este numitd colierul

hiperboloidului cu o panza.

.. X2 y2 Z2 . — ) X2 y2 2
Suprafetele H;: -7 +b—2 +C—2—1=051 H, : PEire +C—2—1=0 sunt
de asemenea hiperboloizi cu o panza si axe netransversale OX si respectiv
Oy.
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2 2 2
Definitia 7.4.4. Suprafata C : X—2+y—2—z—2:0 se numeste conul
a b c

asimptotic al hiperboloidului cu o panza H,.

Definitia 7.4.5. Se numeste hiperboloid cu doua pdnze, o suprafata
(cuadrica) (H,) pentru care exista un reper cartezian

Oxyz fata de care aceasta are ecuatia

(7.4.7) 2 Y 2 \1=0,undea b, c> 0.

2 2 2
2 2 2
a b

(e}

Hiperboloidul cu doua panze (H,) este caracterizat parametric de ecua-

x =ashu cosv
tille: {y=bshusinv ue R,ve [0,27).

z=1tcchu
In cele ce urmeazi, vom determina intersectiile hiperboloidului cu

doua pénze cu planele 74l xOy, mgll xOz si T/l
yOz (plane caracterizate de ecuatiile z = a, y = 2

B si respectiv x = ). Zﬁﬁ

Intersectia hiperboloidului (H,) cu planul 7, este
¥
X 2 y 2 (XZ o
curba de ecuatie: ?+F—C—2+1 =0 3;/ B(0,0,-c)
z=a 4%

Se observa ca daca lol < ¢, atunci

Fig. 36
intersectia planului cu hiperboloidul este

multimea vidd. Dacd lal = c, intersectia este formata din punctele
A(0,0,c,), B(0,0,-c,), iar daca lol > c, atunci curbele de intersectie sunt
elipse ale caror semiaxe cresc atunci cand distanta dintre planele 7, si
xQOy creste (vezi Fig. 36).

Intersectiile cu planele 7g si T, sunt hiperbolele
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XZ ZZ '62 y2 Z2 7/2
a_z_c_z+b_z+1=0 si respectiv b_z_c_2+a_2+1=0
y=p x=y

Axele si planele sistemului de coordonate sunt axe, respectiv plane,
de simetrie. Punctele A(0,0,c) si B(0,0,-c) vor fi numite vdarfurile
hiperboloidului cu doud panze . Axa netransversald a hiperboloidului (H,)
este axa Oz. In mod asemanitor se pot defini hiperboloizii cu doud panze
H*, si respectiv H™*; cu axele netransversale Ox si respectiv Oy. Avem

X2 y2 Z2 . - X2 y2 Z2
a—2+b—2+c—2+1:0 SIH 2 . a—z—b—2+—2+1:0.

H\2: —

o

e 2

2 y2
Conul C: —- +b—2 —
a

=0 este conul asimptotic al hiperboloidului H,.

O|N
[\

7.4.4 Paraboloizii

Definitia 7.4.6. Se numeste paraboloid eliptic, suprafata (cuadrica) (P;)
pentru care exista un reper cartezian Oxyz fata de care

ecuatia suprafetei este

2 2
(7.4.8) Sl +Z—2 =z, unde a, b > 0. zf

2

S

Ecuatiile parametrice ale paraboloidului =~ ]
ﬁ oL

X=aucosvy
eliptic sunt: { y=businv  ue R, ve [0,2m).

Q0 ¥
z=u’ 2
Intersectia paraboloidului eliptic (P;) cu planul Fig. 37
X2 y2 B
T, (caracterizat de ecuatia z = o) este curba de ecuatie: {2 T 7 ~ ¢
z=«

Se observa cd daca o < 0, intersectia este multimea vida, iar dacd o = 0,
atunci intersectia este formata dintr-un singur punct, O(0,0,0). Daca a > 0,

atunci intersectia este o elipsd cu semiaxele a* = ava , b" = b/« (vezi Fig.
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37). Intersectiile paraboloidului eliptic cu planele g s1 T, sunt parabolele

X_2+ﬂ_2—z . . y_2+7_2—z
a2 b2 osirespectiv pz 2
y=p x=y

Definitia 7.4.7. Se numeste paraboloid hiperbolic, suprafata (cuadrica)
(P,) pentru care exista un reper cartezian Oxyz fata de

care ecuatia suprafeftei este

2
X
2
a

2
(7.4.9) ~2_ =z, undea, b > 0.
b

Paraboloidul hiperbolic (P,) este caracterizat de ecuatiile parame-

x=auchy
trice < y=bushv , u,v € R.

Z=u’

Intersectia paraboloidului hiperbolic (P,) cu

2
X
planul 7, este curba de ecuatie: {2 12
Daca o = 0 atunci intersectia consta in doua drepte concurente (d; : bx-ay
=0, dy: bx + ay = 0), iar in cazul o # 0 este o hiperbola.
Intersectiile paraboloidului hiperbolic cu planele 7z si respectiv T,

definite in sectiunea 7.4.3, sunt parabolele de ecuatii

g [y
2 p2 o, respectiv {2 2 C.
y=B x=y

Observam ca parabolele situate in planele 73, B € R sunt cu
ramurile In sus, iar cele din planele Ty, Y € R sunt cu ramurile 1n jos, astfel

ca aceasta suprafatd seamana foarte bine cu o sa (vezi Fig. 38).
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Paraboloidul hiperbolic are aceleasi axe si plane de simetrie ca si

paraboloidul eliptic.

7.4.5 Conul, cilindrul, perechi de plane

Definitia 7.4.8. Se numeste con, suprafata (C) caracterizata de ecuatia

2 2
(7.4.10) % +by—2—z— =0

X =ausiny
Ecuatiile parametrice ale conului sunt {y=bucosv , ue R, ve [0,21)
Z=u
Intersectia conului cu planul xOy este punctul O(0,0,0). Intersectiile

cu plane paralele cu planul xOy sunt elipse (Fig. 39). Este usor de vazut

cd intersectia conului cu planul xOz (respectiv yOz) este reuniunea a doua

X Fic. 39

drepte concurente, in timp ce intersectiile cu plane paralele cu planul xOz

(respectiv yOz) sunt hiperbole.

Definitia 7.4.9. Se numeste suprafata cilindrica, suprafata caracterizata,

in spatiul E;, de o ecuatie in doua nedeterminate

(7.4.11) F(x,y) =0 ( F(y, z) =0 sau F(x, z) =0 ).
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A . X2 y2 z
In particular, daca F(x, y)= _2+b_2_1 ,
a

atunci suprafata definita de (7.4.11) este un .
cilindru eliptic. Pentru b = a, se obtine 4\4.
ecuatia X* + y* = a’ a cilindrului circular. In I
Fig. 40 avem reprezentarea graficd a unui X})il/;

cilindru eliptic in cazul a = 2 si b = 3. Daca
Fig. 40

F(x, y)= —-X -1, atunci (7.4.11)

defineste un cilindrul hiperbolic, iar in cazul in care F(x, y) = y2 - 2px, un
cilindrul parabolic.

Aceste suprafete cilindrice au generatoarele paralele cu axa Oz .

Alte suprafete algebrice de ordinul al doilea sunt urmatoarele:

2 2
a _% =0 - plane secante
a
x*—a°=0 - plane paralele (confundate, pentru a=0)
x2 y2
4 =0 - dreapta dubla
a
x2 y2 i

Tttt s 0 - punct dublu
a c
2

a’x’+ b’y + ¢’z + 1 =0 - multimea vida .
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7.5. Exercitii

1. Sa se calculeze invariantii conicelor de mai jos. Sa se determine natura
si genul acestora §i, in cazul conicelor cu centru, sa se determine
coordonatele centrului de simetrie.
a) 5x° + 8xy + 6y° — 14x — 18y + 9 =0; b) 8x” — 4xy + 2y’ — 6x 12y - 9
=0;c)2xy—4x—6y+3=0;d) 8 -8xy +2y° —6x— 14y + 8 =0 ¢)
4x2—4xy+y2+4x—2y+2=0;f)9x2—6xy+y2+6x—2y- 1=0.
R : a) Invariantii conicei sunt A = -69, 8 = 14, I = 14. Deoarece A # 0, 6#0 si Al < 0
rezultd cd este vorba despre o elipsd (conica este nedegeneratd si are centru de
simetrie C(3/7,17/14)). b) A = -18, 8 = -20, I = 6. Conica este o hiperbold (conica
nedegeneratd) cu centrul C(9/10, -21/10) . ¢) A=9, 8 = -1, I =0, conica nedegenerata,
hiperbola, cu centrul C(3,2). d) A = -578, 6 = 0, I = 10, conica nedegenerata, fara
centru de simetrie, parabola. e) A =0, 8 =0, I =5, conicad degeneratd, multimea vida.
f) A=0,08 =0, I=10, conica degeneratd, fara centru de simetrie, pereche de drepte

paralele.

2. Sa se determine natura, ecuatia canonica si sd se construiasca conicele
date prin ecuatia carteziana generald, n cazurile de mai jos:

) SX*+5y +2x 2y +2 =0;b)3x" —6xy + 3y" +4x +4y -4 =0 ;
C)7x = 8xy -2y’ —2x—4y—-1=0;d) 8x° -6 xy + y"+ 20x =0 ; e) 4xy —
2y +1=0;f)3x"-8xy+3y" -2x-2y—2=0;g) 2x> -8xy + 2y° + 3 X —
2y +8=0.

R : a) Conica este o elipsd imaginard. Folosind Propozitia 7.2.1, deducem ci ecuatia

canonica in reperul XOY este : 5X* + 5Y*+ 8/5 = 0. b) Conica este o parabola. Pentru
determinarea ecuatiei canonice se foloseste ecuatia (7.3.1): Y2 = V2 3X. ¢) hiperbola,

[(5-4/145)/21X% + [(5+~/145)/2]Y? + 2/5 = 0. d) hiperbold, [(5-3/5)21X> + [(5 +
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3 \/g )/2]Y2 + 20 = 0. e) hiperbola, 2X2-2Y*+1=0. f) pereche de drepte concurente,
-X* +7Y?= 0. g) hiperbold, -2X* + 6Y*+ 181/24 = 0.

3. Sa se determine natura §i genul conicelor familiei: ox” - (a2 -Dxy +
20ty* - (oF + 1)y = 0, o0 # 0. Si se scrie coordonatele centrelor, in cazul

conicelor cu centru din familie.

a’-1
-5 0
R: Matricea asociatd conicei este | -4~ 2o |, jar invariantii sunt A =
a’+l
0 om0
1’1 —1g, § = —La*+3a> -1, I = 3a. Deoarece A = -(1/4)o(0’+1)*
4 2 i) - T3 2 40 - . - >

rezultd cd A # 0 oricare ar fi a0 # 0. Deci, toate conicele din familie sunt nedegenerate.
Pe de alta parte ecuatia d = 0 are solutiile o; = £ (\/E + \/g ), i=1,..,4. Observam ca Al
= -(3/4)0c2(oc+1)2 < 0 pentru orice ¢ € R". Deci, daca o0 # * (\/E + \/5), 0, -1, atunci A

#0, 8 £0, Al < 0 si conicele sunt niste elipse. Centrele elipselor sunt punctele Cy, de

4 3 o . .
coordonate x, =—%¢-_y =-2¢8¢  TDacj o = * (\/2 i\/3), atunci conicele sunt
@ 6a’+a’+1 a 6a°+at+1

niste parabole.

4. Sa se discute natura si genul conicelor fascicolului”’
(14+0)X> +4xy + 3-V)y +2x +4y-6=0 , AeR

si sd se gdseascd conicele degenerate ale fascicolului .

1+ 4 2 1
R : Matricea coniceieste| 2 3—-4 2 |, A=6—-15A+7.,6=-A*+21—1,1=
1 2 -6

4. Se observa ca A #0 oricare ar fi A # %i ﬁ\/ 57 ,iar § < 0 pentru A # 1. Deci pentru A #

*-5+/57 , 1 conica este o hiperboli. Daca A = 3£ -5+/57 , conica este degenerati. Cum 8 <0,

ENY

" Prin fascicol de conice, determinat de conicele fundamentale (Y) : f(x,y) =0 si () : gx,y)=0
Intelegem multimea conicelor caracterizate de ecuatia generala (I' ) of(x, y) +Bg(x, y) = 0, o + [32 *
Ose numeste
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rezultd ci avem de a face cu o pereche de drepte concurente. Daci A =1 atunci A # 0, § =0 si avem

o parabola.

5. Sa se scrie ecuatia generald a conicei cu centrul C(64/23, -42/23) care
trece prin punctele A(0, (1/3)413- 2/3), B(0, (-1/3)13 - 2/3), D((+/13 +
1)/2, 0), E((+/13 - 1)/2, 0).

R: Fie (C): ax’ + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 ecuatia generald a conicei. Punand
conditiile A, B, D, E € (C), deducem ca a = (1/4)e, c = (3/4)e, d = -(1/4)e si f= -(3/4)e.
Una din ecuatiile centrului conicei este (2/4)e x + by - (1/4)e = 0. Impunand si
conditia ca C €(C), rezultd cad b = (5/8)e. Deci ecuatia generald a conicei este 2x% +

5xy + 6y*- 2x + 8y - 6 = 0.

6. Sa se scrie ecuatia familiei de conice, circumscrise triunghiului
determinat de punctele A(3, 2), B(-2, -1), C(4, 1). Sa se determine
conicele degenerate ale acestei familii.

R : Fie (C) : ax” + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 ecuatia generala a conicei. Conditiile A,
B, Ce (C), conduc la sistemul 9a + 6b+4c +3d +f+2e=0,4a+2b+c-2d+f-e=

0,16a+4b +c+4d + f+ e =0 a carei solutie este d = (1/4)b - (13/4)a + (3/4)c, f = -
(27/4)a - (13/4)b - (7/4)c, e = (15/4)a - (7/4)b - (9/4)c. Ecuatia fasciculului de conice
este: ax’ + bxy + cy2 + [(1/4)b - (13/4)a + (3/4)c]x + [-(27/4)a - (13/4)b - (7/4)c]ly +
[(15/4)a-(7/4)b - (9/4)c] = 0. Invariantul A pentru aceste conice este -(1/64)(25a + 15b
+ 9c¢)(a-b + ¢)(9a + 3b + c¢). Este clar ca A = 0 daca si numai daca (25a + 15b + 9c)(a -
b+c)9a+3b+c)=0,adici25a+ 15b+9c=0saua-b+c=0sau9a+3b+c=0.

In fiecare din aceste cazuri se obtine cate un fascicul de conice.

7. Sa se scrie ecuatia sferei care are centrul in punctul M(1, 2, 3) si este
tangentd la planul (P): x + 2y - 3z + 5 =0.
R : Sfera cu centrul in M si raza R are ecuatia generala (S) : (x—l)2 + (y—2)2 + (2—3)2 =

R’. Deoarece ea este tangentd la planul (P), trebuie ca distanta de la centrul sferei la
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[1+2:2-3-3+5|

V12 +2%2 437

plan sa fie egala cu R. Avem (M, (P)) = = 1//14. Ecuatia sferei

este (x-1)* + (y-2)*+ (z-3)* = 1/14.

8. Si se scrie ecuatia sferei care are raza +/22, centrul pe dreapta (d) :

x=5 y-1_ z+3
4 -4

si este tangenta planului (P) : 2x + 3y - 3z =0.

R : Cautam un punct M(x, y, z) € (d) astfel incét distanta de la el la planul (P) sa fie

egala cu V22 . Coordonatele X, ¥, z ale punctului satisfac sistemul
x=5 y-1_z+3
4 -4 6 . Solutiile sistemului sunt Cy(x; =13, y;=-7, z=9), Ca(x2
|2x+3y—3z|/\/§:\/ﬁ
=5, yo= 1, z, = -3). Ecuatiile ciutate sunt (S;): (x - 13)* + (y + 7)° + (z - 9)* = 22,
(S2): (x-5)"+(y - )’ + (z+3)* =22.

9. Sa se precizeze ecuatiile si natura curbelor de intersectie ale planului

(P):2x +3y-3z +4 =0 cu cuadricele

2 2 2 2 2 2 2 2

a) X—+y—:z,b) X—+y—+Z——1:0,c) 24X 2 h1-o0.
5 6 2 2 4 4 9 16

R : a) Curba de intersectie, situatd in planul (P), este elipsa : (37/60)y? - (9/10)yz +
(6/5)y +(9/20)22-(11/5)z + 4/5 = 0. b) Elipsa : (13/8)y2-(9/4)yz+3y+(11/8)z2-3z+1 =
0.( Figura 41 ilustreaza cazurile a) si b). ) c) Intersectia este multimea vida (o elipsa

imaginard de ecuatie : (97/144)y?-(9/8)yz +(3/2)y + (1/2)z2- (3/2)z +2 =0.)

Lo av.-tvy T4 e
ll:l y- — 4 R:R- 2i "-// =
. s L =
P gl =3 ;’;{\‘\&
/2_41[ 5 <4 4
e 5
a) Fig. 41 b)
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CAPITOLUL 8
CURBE iIN PLAN SI iN SPATIU
8.1. Curbe in plan

I. Definitia analitica a curbelor plane

In capitolul 7 am studiat deja citeva exemple de curbe plane,
amintim aici conicele nedegenerate: elipsa, hiperbola si parabola. In
continuare vom prezenta notiunea generala de curbad plana, precum si o
serie de proprietdti ale acesteia.

Curbele plane studiate pana acum au fost reprezentate doar prin
ecuatii implicite, de forma F(x, y) = 0. Deoarece, din punctul de vedere
al cinematicii, o curba pland este traiectoria unui punct material M, este
util sd descriem curba prin legatura dintre coordonatele carteziene, (X, y),
ale punctului material M si timpul 7 : x= f(t), y=g(t).

Fie {O, i, j} (xOy) un reper cartezian in spatiul punctual euclidian
E,. Definitia urmatoare permite introducerea riguroasd a notiunii de curba
plana folosind diferite tipuri de reprezentdri: explicita, implicitd,

parametrica etc.

Definitia 8.1.1 Numim arc simplu de curba plana, multimea (C) a punc-
telor M(x, y)e E; care satisfac o ecuatie de tipul
(8.1.1) vy =f(x), a <x < b, unde a, b € R sunt fixate,

sau o ecuatie de tipul
(8.1.2) F(x, y)=0,a;,<x<ay b; <y<bycu aj, a, b;, bR

sau un sistem de forma
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(8.1.3) {X:g(t), ¢, <t<cycucyc,eR
y =h(t)

unde f, F, g, h sunt functii reale, de clasd cel putin C' pe domeniile lor de
definitie, iar g si h stabilesc o corespondenta bijectiva si bicontinua intre

punctele M € (C) si multimea valorilor parametrului t € (c;, c).

Dacd arcul simplu de curba (C) este definit prin ecuatia (8.1.1),
spunem ci avem o reprezentare (carteziand) explicitd a acestuia. In cazul
utilizdrii ecuatiei (8.1.2) avem o reprezentare implicita, iar in cazul
sistemul (8.1.3) o reprezentarea parametrica.

Fie f o functia de clasa cel putin C' pe intervalul (t;, t,). Daca (p, 6)
este un sistem de coordonate polare in E,, atunci multimea punctelor M(p,
0) € E,, ale caror coordonate polare satisfac ecuatia
(8.1.4) p =1(0),0¢e(t,t),
defineste de asemenea un arc simplu de curba. Reprezentarea (8.1.4) se
numegte ecuatia in coordonate polare a arcului de curba. Asemanator,
multimea punctelor M € E,, al ciror vector de pozitie r satisface ecuatia

(8.1.5) =r(t),cp<t<cy,c,ceR (r(t)=ghi+h®j,

unde g, h indeplinesc conditiile din

definitia de mai sus) reprezintd un arc ot
simplu de curba. Ecuatia (8.1.5) se
- : B(0.b
numeste ecuatia vectoriala a arcului de M':X:Y)
o [
curba (C). / 6 .
Aoa,0) (0,0 a0
Exemplu 8.1.2 a) Se considera . 7
portiunea situata deasupra axei Ox din | Bi0,-b)
elipsa cu centrul in originea O(0, 0) a Fic. 40

231



Geometrie liniard in spatiu

reperului cartezian xOy §i vdrfurile in punctele A(a, 0), A'(-a, 0), B(b, 0),
B(-b, 0)(Vezi Fig. 40).

2
. . - . e, v . . - X
Ecuatia carteziand explicitd a acestui arc de elipsa este y = ,|——1, xe
a

2 2

(-a, a), iar ecuatia implicita este z—2+l};—2—1 =0,y>0 x € (-a a)

2 2 2
Deoarece functiile f(x) = 1/X—z—l, F(x, y) = X—2+z—2—1 satisfac conditiile
a

a
din definitia de mai sus, deducem ca portiunea de elipsa descrisa este un

arc simplu de curba. Ecuatiile parametrice ale acestui arc sunt

X =acost . . - T . =
{ bein te (0,7) iar cele vectoriale r = a cos(t)i + b sin(t)j, t € (0, 7).
y =Dbsin

In ceea ce priveste ecuatiile in coordonate polare, acestea sunt p =

a’b’

, € (0,m). Observam ca, in cazul in care a = b, arcul
2 2 2 .2
a“cos"@+bsin” 6

de curba descris mai sus reprezinta semicercul de raza r = a, cu centrul

in originea reperului cartezian xQOy, situat deasupra axei OX.

Definitia 8.1.2 O multime de puncte (C) se numeste arc regulat de curba
plana daca (C) este un arc simplu de curba plana si, in

reprezentarile (8.1.2) si (8.1.3), sunt indeplinite conditiile

(8.1.6) (Ff + (F\2 >0, a; <x < a, b <y < by (F", = ?
X
Fy= oF ) i respectiv
dy
(8.1.7) (g (1) +(h(1)f>0,¢;<t<ca
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Conditia (8.1.6) din definitia de mai sus arata ca, in cazul arcelor
regulate de curba, derivatele F'y si F'y din reprezentarea implicita nu se
anuleaza simultan in punctul de coordonate (X, y) € (a;, a;)X( by, by).

Analog, 1n cazul reprezentarii parametrice conditia (8.1.7) exprima faptul
cd g (t) si h™(t) nu sunt simultan nule 1n nici un ¢ € (¢4, ¢»).

Daca in Definitia 8.1.2 cerem ca functiile F, g si & sa fie continue
pe multimea de definitie si sd aiba derivate (eventual derivate partiale)
péana la un ordin n(inclusiv n) continue (adica functiile sa fie de clasa C")
si cel putin una din derivatele de ordinul n sa nu se anuleze pe multimea
de definitie, atunci arcul regulat se spune ca este arc regulat de ordinul n
sau de clasa n.

Conditiile (8.1.6), (8.1.7) se numesc conditii de regularitate.

Definitia 8.1.3 Un punct M de pe arcul simplu de curba (C) se numeste
punct regulat daca el indeplineste toate conditiile de
regularitate. In caz contrar, punctul se numeste punct

singular.

Din definitiile de mai sus deducem ca un arc regulat este constituit numai
din puncte regulate, exceptand eventual

extremitatile. v &

Definitia 8.1.4 Numim curba de clasa n, = g
N% e
s
|

o reuniune de arce regulate de clasa n.

Deci, daca (C;) (i € I) este 0o multime de o

arce regulate de clasa n, atunci
curba (C) de clasa n arata ca in Fig. 41. (Se observa ca ea poate avea si

intreruperi.)
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I1. Dreapta tangenta si dreapta normala intr-un punct regulat

Definitia 8.1.5 Fie My(xy, yo) un punct regulat al curbei (C) si fie M,(x,,
v1) € (C) un punct oarecare. Dreapta tangenta la curba
(C) in punctul regulat M, este limita dreptei M;M,,
secanta la curba, cand M; — M, (Fig. 42).

Fie curba (C), a carei ecuatie parametrica este y = f(x), si fie My(Xo,
yo) un punct regulat al ei, iar M;(X;, y;) un punct oarecare pe curba.

Cautam ecuatia dreptei tangente la curba (C) in punctul M.

Ecuatia secantei M;M, este — ¢ =Y~ Y0  Tinand cont de ecuatia
X1=Xp Y17 %0
parametricd a curbei, ecuatia
My—= My
secantei M;M, se mai scrie Mp Mg
C
X_g(to) _ y_h(to) ) ©
g(t1)_g(t0) h(tl)_h(to) M
1 |
Conform definitiei de mai sus, ! }f
Fig. 42

ecuatia tangentei in punctul
M, se obtine trecand la limita, pentru t; — t;, Tn ecuatia secantei M;M,,.
Obtinem

(8.1.8) x—g(t,) _y—hl(t,)

g\(to )( h\(to ) .

Ecuatia (8.1.8) reprezintd ecuatia dreptei tangente la curba (C) in

punctul regulat M, € (C) atunci cand curba este reprezentata parametric.

Daca folosim reprezentarea explicita (8.1.1) a curbei (C), observam

caf(xg) = ﬁgo; , Xo= g(to), Yo = f(X0) = h(tp). Aplicand (8.1.8), obtinem
0

(8.1.9) Yy — Yo = (Xo)(X - Xop),
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adica ecuatia tangentei in punctul M, in cazul reprezentarii explicite.
In cazul curbei date prin ecuatia implicitda F(x, y) = 0, tinem cont de
formula de derivare a functiilor implicite si avem

y (Xo) = — P, (x.%) -_E (t,) . In acest caz, ecuatia (8.1.8) devine

F,(x0.y,)  ht,)

(8.1.10) (¥ = YoF (X0, Yo) + (X —X0)F x(Xo, yo) = 0.

Am obtinut teorema urmatoare:

Teorema 8.1.2 Consideram curba (C) si My(xy, yo) un punct regulat al ei.
In cazul reprezentdrii parametrice (8.1.3) a curbei (C),
ecuatia tangentei in punctul My(xy, yy) este (8.1.8); in
cazul reprezentarii explicite (8.1.1) a curbei (C), ecuatia
tangentei este (8.1.9), iar in cazul reprezentarii implicite

de ecuatia tangentei este (8.1.10).

Definitia 8.1.6 Dreapta normala intr-un punct regulat al unei curbe
plane este dreapta ce trece prin acel punct si este

perpendiculara pe dreapta tangenta in punctul respectiv.

Din definitia de mai sus si Teorema 8.1.2 rezultd imediat ecuatiile

normalei la o curba pland intr-un punct regulat al acesteia.

Teorema 8.1.3 Fie My(x,, yo) un punct regulat al curbei (C). In cazul in
care curba (C) are reprezentarea parametrica (8.1.3),
ecuatia dreptei normale in punctul My(xy, yo) este

X_g(to) y_h(to)
(8.1.11) () + )

in cazul reprezentarii carteziene explicite (8.1.1), ecuatia

normalei este

(8.1.12) (y=Yo) f (x0) + (x- x0) = 0,
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iar in cazul reprezentarii implicite ecuatia cautata este

(8.1.13) (y = Yo)F " «(x0, Yo) - (x = X0)F (X0, yo) = O.

IT1. Curbura si raza de curbura

Inainte de a da definitia urmatoare, reamintim ca lungimea arcului

de curbda AB, A(x,, y4), B(xp, yp) € (C) este data de formula

XB

(8.1.14) l,, = J'\/1+(f‘(x))2dx , In cazul reprezentdrii carteziene

X'sl

explicite (8.1.1) si de formula

(8.1.15) 1, = f \/(g*(t))2 +(h*(t))’dt, Tn cazul reprezentirii parametrice

t

(8.1.2), unde x4 = g(t4), xp = h (p).

Definitia 8.1.7 a) Numim unghi de contingenta al unui arc de curba si-l
notam Ao, unghiul ascutit format de tangentele duse la

extremitatile arcului (Fig. 43).

b) Numim curbura medie a unui arc de curba, si o notam
cu K,,, raportul dintre unghiul de contingenta si lungimea
arcului:

_Ac

8.1.15 K,=—"7
( ) "

c) Numim curbura unei curbe intr-un punct si o notam cu

1 . .. e A . .
K sau R’ limita curburii medii cand lungimea arcului

tinde catre zero

1 ) A
(8.1.16) K= = hmAHOA—?
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Inversul curburii poarta numele de raza de curbura a
curbei in acel punct.
In cele ce urmeazi vom determina o expresie analiticd pentru
calculul curburii. Pentru ince- ;A
put, consideram reprezentarea
explicita (8.1.1) a curbei (C).

Presupunem ca functia f(x) este

clasa cel putin 2 in vecindtatea 0

Fig. 43

unui punct regulat My(x, y) al
curbei. Consideram punctul M;(x + Ax, y + Ay ), infinit apropiat de M, si
(Typ), (T) tangentele in My si respectiv M, care formeaza cu axa Ox un-
ghiurile @ si respectiv @ + A@ (Fig. 43). Presupunem in plus ca f *# 0.
Este usor de vazut ca unghiul @ + A@, ca unghi exterior, este egal cu suma
unghiurilor @ si Aa.. Deci A@ = Aa.. De asemenea, observam ca daca As
— 0 (M; — M), atunci Ax — 0. Deci

(Ap/Ax) _ . (Ap/Ax) _ (dg/dx)

Moo (A TAx) a0 (ATAK) | (ds/dx)

Aa
K = lim — =
As—0 AS

Interpretarea geometrica a derivatei, tg @ = f (x) < @ = arctg [ (x),

conduce la relatia d¢ /dx = ﬁf “(x). Pe de alta parte, din formula
+(F(x
(8.1.14), rezultd ca ds /dx = 1+ (f(x))* si
NN N 2 P/2
8.1.17) PO ) N (431
[+ o] )

Teorema 8.1.4 Fie (C) o curba plana, de clasa cel putin 2 intr-o vecina-
tate a punctului sau regulat si neinflexionar (y(x) # 0)

M(x, y). a )in cazul reprezentarii explicite (8.1.1) a curbei
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(C) curbura si respectiv raza de curbura in punctul M
sunt date de relatia (8.1.17).

b) In cazul reprezentarii implicite (8.1.2) a curbei (C),
curbura este data de formula

(F,"FE, -2F FF, #F )E,

X ¥y Xy X yy

(8.1.18) K =-

¢) In cazul reprezentarii parametrice (8.1.3) curbura este

) me)
®119 A < %) YY)

Demonstratie. Deoarece cazul a) a fost demonstrat, este suficient sa

aratam b) si c). b) Teorema de derivare a functiilor implicite ne asigura ca

f(x) = y(x) :—m. Derivand inca o datd pe f'(x) in raport cu x
I::\y (X’ y)
)2 = o~ NN <2 =
(F,"FE, -2F FF, +F )E,

obtinem f°(x) = . Inlocuind expresiile

(£,
obtinute pentru f (x) si f7(x) In (8.1.17) obtinem (8.1.18). ¢) Reamintim
gh—gh

(6)

. Din (8.1.17) rezulta

ca F(x) = -%:—ﬁ. Deci £(x) = -

(8.1.19) prin 1nlocuire directa.

Este bine-cunoscut urmatorul rezultat: Curbura unei curbe este
identic nuld daca si numai daca curba este o dreapta (pentru detalii vezi
[1]). Rezulta urmatoarea interpretare: curbura unei curbe intr-un punct

masoara abaterea curbei de la o linie dreaptd, anume abaterea de la

dreapta tangenta la curba in punctul respectiv.

VI. Puncte multiple ale unei curbe plane

Fie (C) o curba definitd de ecuatia F(x, y) = 0. Punctul M(x, y) €
(C) se numeste punct multiplu de ordinul 7, daca functia F{(.,.) impreuna

238



Algebra liniara, geometrie analitica si diferentiala

cu toate derivatele sale partiale pana la ordinul n-7 inclusiv se anuleaza in

acest punct si cel putin o derivata partiald de ordinul n este diferita de ze-

ro in M(x, y).

Propozitia 8.1.1. Fie (C) o curba definita de ecuatia F(x, y) = 0, unde F
este o functie de clasa C°. Intr-un punct dublu, M(x, y)e
(C), pantele tangentelor la cele doua ramuri ale curbei
sunt raddacinile ecuatiei in m

(8.1.20) m’ Fy,(x,y)+2mFy (x,y) + Fo (x,y) = 0.

Demonstratie. Daca punctul My(x, yo) este un punct dublu al curbei (C),

atunci F(Xo, yo) = 0, F,"(x0, Yo) = 0, F; (X0, yo) = 0. Panta tangentei in M,

F (x,y)

este m = - lim 2> . Cum M, este punct dublu, rezultd m = -
(x,y)=(x0,¥0) Fy \(X, y)
F ™ —F ™ . A N .
lim "\(X’Y) "\(XO’YO). Aplicand teorema lui I Hospital, avem m = -
(X»Y)—’(XU;YU)FY (X,y)_Fy (XO’yO)

. Fxx\\(x’ Y)+ny\\(x’ Y)y\(x)
lim

. Deoarece derivatele mixte sunt egale, iar
(x.y)=(x0.¥0) FyX “(x, y) + Fyy“(x, y)y‘(x)

y (Xo) = m, trecem la limitd si eliminand numitorii obtinem ec. (8.1.20).
In functie de natura radacinilor ecuatiei (8.1.20) avem urmitoarele situatii

(vezi Fig. 44):

__hot

Definitia 8.1.8 a) Punctul dublu My(x, yo) este eliptic daca A,

AN 2 A AN 2
(ny (xO; yO)) - Lxx ( X0, yO) Fyy ( X0, yO) < 0. In acest
caz cele doua tangente sunt imaginare iar punctul Mo(x,,

Vo) este un punct izolat.
b) Punctul dublu My(xo, yo) este hiperbolic daca A, , >

0. Atunci ecuatia (8.1.20) are doua radacini reale si

distincte. Acestea corespund celor doua tangente
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(distincte) la curba in punctul M,. Prin punct trec doua
ramuri ale curbei. Punctul M, se numeste nod.

c) Punctul dublu My(x, yo) este parabolic daca A, , = 0.

De aceasta data ecuatia (8.1.20) are doua radacini reale
egale. Corespunzator, exista doua tangente la curba in
punctul M, reale si confundate. Spunem ca punctul M,

este punct de intoarcere.

My ) )
@ e
) Mz )
2) b) 2
Fig. 44

8.2. Curbe in spatiu

Fie {O, i, j, k } (notat Oxyz) un reper cartezian ortonormat in

spatiul punctual euclidian Ej.

Definitia 8.2.1 Numim arc simplu de curba in spatiu, multimea (C) a
punctelor M(x, y, z) € E; care satisfac fie ecuatiile

(8.2.1) y=flx,y), z=g(x, y), (x, y)e (a, b) xX(c,d), a, b,c,dc R
fie ecuatii de tipul

(8.2.2) F(x, y,2)=0, G(x, 5, 2)= 0, (x,, 2)€ (a;, b;) X(az by) x

(as, bs), a, b;eR, i=1, 2, 3, fie un sistem de forma

x = x(t)
(823) yzy(t), fe(tj,tz), t, [2€R,
z =17(t)
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unde f, g, F, G, x .y, z sunt functii reale de clasi cel putin C' pe
domeniile lor de definitie, functiile F §i G satisfac teorema de existenta a
functiilor implicite (p. 258 [8]) iar functiile x(.), y(.) si z(.) stabilesc o
corespondenta bijectiva si bicontinua intre punctele M € (C) si multimea
valorilor parametrului t € (1, t,).

Ecuatia (8.2.1) poartd numele de reprezentare explicita a arcului
simplu de curba (C), ecuatia (8.2.2) este reprezentarea implicita a aces-
tuia, iar sistemul (8.1.3) furnizeaza reprezentarea parametrica a lui (C).

Fie r vectorul de pozitie al punctului M € (C). Daci functiile x(.),
y(.) si z(.) sunt cele din definitia de mais sus, atunci ecuatia
(8.2.4) r=x(0i +y(0)j +z(Dk,t; <t<t,t,L€R

se numeste ecuatia vectoriala a arcului simplu de curba (C).

. . . FZ Py
Introducem notatia D(F.G) pentru determinantul functional | * _’|. In
D(y,z) , G,
mod asemanator se definesc si determinantii (F.G) , D(F.G)
(z,x)’ D(x,y)

Ca si 1n cazul curbelor plane, avem urmatoarele conditii de regularitate:

D(F,G)

D(x,y)

D(E,G) D(F,G)
D(y,z) D(Z,x)

definite implicit prin ecuatiile (8.2.2) si

(8.2.6) (X ())* + (Y (1)) + (2 ())* # 0 - in cazul curbelor definite prin

(8.2.5) #0 sau # 0 sau # 0 - in cazul curbelor

ecuatiile parametrice (8.2.3).

Astfel, un arc simplu de curba in spatiu (C) se numeste arc regulat de
curba daca 1n reprezentdrile (8.2.2) sau (8.2.3), sunt indeplinite conditiile
(8.2.5), respectiv (8.2.6). Un punct M, de pe un arc simplu de curba (C),
se numeste regulat daca indeplineste toate conditiile de regularitate. In

caz contrar, se spune ca punctul este singular.
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I. Dreapta tangenta si planul normal la o curba in spatiu

Fie (C) o curba definitd parametric prin ecuatiile (8.2.3) si fie
(8.2.4) ecuatia sa vectoriald. Reamintim formula de calcul a lungimii

arcului regulat de curba AB

tg

(8.2.7) L = [VQF +(y @) +(z 1)) dt.

til

Dreapta tangenta la curba in punctul regulat My (Xo, yo, Zo) € (C)
este pozitia limitd a dreptelor MyM, atunci cand M, € (C), M;— M,. Se
cunoaste, (vezi cursul de analizd matematicd sau [8] pentru detalii), ca
vectorul director al tangentei in punctul M, este

Cl;‘ - . T, " } =
¢ = rlt) = X ()i (t0) § +2(t0)k, X(to) =X, y(to) =Yo, 2(t0) =20,

Daci R este vectorul de pozitie al unui punct arbitrar M(x, y, z) de

pe tangentd, atunci ecuatia -4
e : — Mz, y.2)
vectoriald a tangentei este R =
. . R Myizg 7. 2
r(to) + A r(tp). Ecuatiile dreptei T
. tangenta

tangente la (C) in punctul M,, 0(0,0,0)

3 : Sy
sub forma de rapoarte, se obtin

% Fig. 45

imediat si sunt urmatoarele

X(to) Y(to) Z(to)

Daca curba (C) este data ca intersectie a doua suprafete, adica se

82.8) X=xt) _ y=ylt,)_ z-alt)

cunosc ecuatiile implicite (8.2.2), atunci presupunem ca x = x(t); y =y (t);
z = z (t) este o parametrizare a curbei. Prin derivare in raport cu ft,

F x(t)+F, y(t)+F z(t)=0

obtinem: }
’ {G‘x xX(t)+G y(t)+G, z(t)=0
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Pentru t = ty,, matricea sistemului are rangul doi, deoarece punctul
M, este regulat. Putem presupune cd, spre exemplu, determinantul

D(F,G)
D(y,z)

regula lui Cramer si, luand z"(ty) ca parametru, avem

este nenul in punctul M,. Rezolvam sistemul de mai sus prin

x(t) _ () _ o 2(t) . : .
(8.2.9) BE.G)~ DEG)  DEG)" Aplicand (8.2.8), obtinem ecuatiile

D(y.z) D(zx) Dix.y)

tangentei in M la curba (C)

X_X(o)_ - (0) Z_Z(o)
(8.2.10) D(F,(t}) = }]l)(g’(t}) D(F,é)'
D(y.z)  D(zx) Dlx,y)

Definitia 8.2.2 Se numeste plan normal (7y) la curba (C) intr-un punct
regulat My(xy, yo, 20) € (C), planul perpendicular in M,
pe dreapta tangenta la curba in punctul M.
Daci R (respectiv r(ty)) este vectorul de pozitie al unui punct arbi-

trar M(X, y, z) situat in planul normal (ty) (respectiv al punctului M, €

(C)), atunci ecuatia vectoriald a planului normal este <R - 1 (t), r (to)> = 0.
De aici rezultd ecuatia carteziana a planului normal:

(8.2.11) (x = X(to))x"(to) + (y — ¥(t0))y (to) + (z — z(to))z (to) = 0.
In cazul in care curba (C) este datd prin ecuatiile implicite (8.2.2),

putem folosi formulele (8.2.9) pentru a rescrie ecuatia (8.2.11) sub forma

X_X(to) y_Y(to) Z_Z(to
(8.2.12) F° F° F"° =0,

X y z
G, G, G,

unde toate derivatele partiale F,", G, etc. se calculeaza in punctul (X, Yo,

Z()).
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II. Triedrul lui Frenet

Fie (C) o curba de clasa cel putin 2 si fie My un punct regulat al
curbei. Fie r vectorul de pozitie al unui punct oarecare M € (C).
Presupunem cd avem urmitoarea reprezentare vectoriald a curbei (C) r =

r(t), t € I, I un interval din R si ci vectorul de pozitie al punctului M, este

r (ty). Asa cum am aritat in paragraful precedent vectorul r (tp) este

vectorul director al tangentei in punctul M, la curba.

Punctul M se numeste neinflexionar daca r (to) # O si inflexionar
daci r (tp) = 0. Daca, in plus, vectorii r (to) si r (to) sunt necoliniari, adica
r (tg) X r (to) # 0, atunci punctul M, se numeste nestationar. In caz

contrar, el se numeste punct stationar al curbei (C)).

Definitia 8.2.3. Se numeste plan osculator (7)) la curba (C) intr-un punct

neinflexionar si nestationar My(ty)e (C), planul care trece

prin M, si este paralel cu directiile vectorilor liberi r (1)

si 1 (o).
Daci R este vectorul de pozitie al unui punct oarecare M(x, y, z) €
(1), atunci ecuatia vectoriald a planului osculator este

(R-1(t), r (to) X r (1)) =0.

De aici rezulta ecuatia carteziana a planului osculator:

X=Xy Y=Yy 277,

(8.2.13) X(to) S’(t()) Z(to) =0.
x(tg)  ylt,) ()

244



Algebra liniara, geometrie analitica si diferentiala

Se observa ca planul osculator (7;) contine dreapta tangenta la
curba in punctul My si este perpendicular pe planul normal, (7ty), Tn M.

De asemenea este important de retinut ca, in punctele inflexionare
sau stationare ale lui (C), nu putem atasa plan osculator.

Din acest motiv, 1n cele ce urmeaza, vom lua in considerare numai
punctele My € (C), neinflexionare §i nestationare.

O altd observatie importantd este aceea ca planul osculator nu
depinde de parametrizarea aleasa pe curba (C).

Intersectia dintre planul normal (7my) si planul osculator (7)) la

curba (C) in punctul My este Tn mod evident o dreapta.

Definitia 8.2.4 Dreapta de intersectie dintre planul normal (7y) i planul
osculator (my) se numeste normala principala la curba
(C) in punctul My si va fi notata (ny).
Ecuatia normalei principale, ca dreapta de intersectie a celor doua
plane, este data de sistemul format de ecuatiile (8.2.12) si (8.2.13).
Pe de altd parte, se observd ci vectorul director vy al normalei

principale este perpendicular pe fiecare din normalele celor doua plane.
Deci vy este coliniar cu vectorul (r (ty) X r (t5)) Xr (t). Dacd R este
vectorul de pozitie al unui punct oarecare M(X, y, z) € (n,), atunci ecuatia
vectoriala a normalei principale este

(8.2.14) R-r(to) = Mr (to) X r (t)) Xr (to), A€ R.

Scriind aceasta ecuatie pe componente obtinem ecuatiile carteziene

canonice

(82.15)  (my):——To=YTY _Z7%  ypde

y z| |z X [x ¥y
1 m

m n n 1
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Z X

, M= , 1=

7z X

(8.2.16) 1= |y Z
y 7

Xy
0§

Definitia 8.2.5 Dreapta perpendiculara pe planul osculator (7)) in M, se

numeste dreapta binormala (by).

Observam ca am obtinut in My trei drepte perpendiculare doud cate
doud, anume: dreapta tangenta la curba (C) Tn My, normala principala si
dreapta binormald. Este clar ca dreapta binormald este continuta in

planul normal, iar vectorul ei director este de fapt normala la planul

osculator, adica vectorul liber r (t)) X r (to). Dacd R este vectorul de
pozitie al unui punct oarecare M(x, y, z) € (by), atunci ecuatia vectoriala a

binormalei este

(8.2.17) R-r(to) = Mr (to) X r (t)), L€ R.

De aici deducem ecuatiile carteziene generale ale binormalei

(8.2.18)  (by) : x‘lxo =2 Y _27% ynde I, m si n sunt definiti de
m n

(8.2.16).
Definitia 8.2.6 Se numeste plan rectificat (sau rectificator) in My planul
ce trece prin M, si este perpendicular pe normala

principala in M.
Ecuatia vectoriald a planului rectificat este (R - r(ty), (; (tg) X r

(t)) Xr (tp)) = 0, deoarece normala principala in M, este de fapta normala

la planul rectificat. Ecuatia carteziand a planului rectificat este

X=Xy Y=Yo 2%
(8.2.19) x(t,)  y(t,) z(t,)| =0 cul, msin definiti de (8.2.16).

1 m n
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Fie M(x, y, z) un punct regulat neinflexionar §i nestationar al
curbei (C) (x = x(t), y = y(t), z = z(t)).

In continuare vom dicuta unele proprietiti ale tangentei, normalei
principale si binormalei la curba (C) in punctul M.

In primul rind, observim ci versorul dreptei tangente este 7 =
;(t*

.= = ~ . - d .— .d
relatia (z, z) =1 in raport cu s, obtinem 2( 7, d_T> =0. Deci 7 si d_T sunt
S S

;(t)/ = % , unde s semnifica lungimea arcului de curbd. Derivand
S

vectori ortogonali. Deducem ca ? este o directie Tn planul normal. Un
S

calcul simplu aratd ca — —— = =] +——5=
dt ds dt” \ ds dt ds

dr _ d’r_ddr_d(drdt)_d’r(dt)"  drd’ _
ds ds* dsds ds

. 2 .12 . .

= =d-t - .= . .. ..

r(%) +IF' Deoarece r si r sunt directii ce determina planul osculator,
S S

.  dr . A .. . . PR
rezultd ca — este o directie Tn planul osculator. Fiind directie atit in
S

e s oA d .
planul osculator cat si in cel normal, d_T este vectorul director al norm-
S

alei principale. Notim cu v versorul ﬂ/ %
S

1 si 11 vom numi versor
S

normal principal. Deoarece binormala este perpendiculard atat pe dreapta
tangentd cAt si pe normala principald, alegem versorul § al binormalei
astfel incat reperul {M,, z,v,B} si fie drept orientat (adici zxv = 3,
vXfB =1, fXT =v ). Atunci

¢ planul osculator este determinat de T si v,

e planul normal (Ty) este determinat de v si S iar

e planul rectificat este determinat de 7 si .
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Definitia 8.2.7. a) Triedrul format de vectorii liberi T,v si B se numeste

triedrul lui Frenet.

b) Scalarul K = H? se numeste curbura a curbei (C) in
S

punctul regulat M € (C). Inversul curburii se numeste

raza de curbura R= 1/K.

A . . . dv dB - —
In cele ce urmeaza vom calcula si derivatele d_v’ d—’B . Cum (v, v)
S S

. . . L dv - . .
= 1, prin derivare rezulta ca d_v’ v sunt vectori ortogonali. Analog se
S

dp

arata cﬁd— si B sunt ortogonali. Deoarece triedrul lui Frenet formeazi o
S

bazain V3, avemi—v =af +brsi 0(11—’5 =a;v +b; 7. Derivand relatia (7,
S S

17>:00b‘ginem($,1_/>+ <%,i—v>=0@1<+<%,a73 +b7)=0 K+
S S

b =0 < b =-K. Procedand aseminitor, se deriveazi relatia (z, £)=0si
se obtine b; = 0. Derivim si relatia (v, ) = 0 si deducem ci a + a; =0.
Notand scalarul a; cu I/T obtinem a = - 1/T. Valoarea 1/T se numeste

torsiunea curbei (C) in punctul M, iar T se numeste raza de torsiune. Din

cele de mai sus rezulta relatia

dz/ds 0 I/R 0

T
(8.2.20) dv/ds |=|-1/R 0 UT||v],
df/ds 0 -1/T 0 )8

cunoscuta sub denumirea de formulele lui Frenet.

8.3. Exercitii

1. (Cisoida lui Diocles) Cercul (C) de raza r si centru A(r, 0) care inter-

secteaza axa Ox a reperului cartezian XxOy In punctele O si B. Fie D un
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punct variabil pe tangenta Tn punctul B la cercul (C). Notam cu E inter-

sectia dreptei DO cu cercul (C). a) Sa se determine locul geometric al

punctelor P(x, y) care satisfac conditia P € OD si DP = OE (Fig. 46).

b) Sa se determine punctele singulare ale cisoidei si sa se precizeze care

este ordinul lor de multiplicitate.

R: Daca (x, y) sunt coordonatele lui P, atunci
folosim notatiile din Fig. 46 si avem x = OP cos t, y
=0Psint, OP =OD - PD = OD - OE = 2r/cos(t) —
2rcos (t) = 2r sinz(t)/cos(t). Deci x =2r sinz(t),
y=2r sin3(t)/cos(t). Eliminand pe ¢, obtinem
ecuatia carteziand implicitd F(x, y) = 0, unde F(x, y)
=x’+ Xy2 - 2ry2 . b) Deoarece F*, = 3x* + y2, Fy=

2xy — 4ry se anuleaza simultan daca si numai daca x

E.TD(2r,2r taft))

B(2r, 0)

H

Fig. 46

=y =0, rezulta ca O(0, 0) este singurul punct singular al cisoidei. El este un punct

dublu deoarece Fyy =-4r #0 pentru x =y = 0. Punctul este parabolic.

2. (Foliului lui Descartes) Se considera curba a cdrei ecuatie implicita

este X’ +y° — 2xy = 0 (Fig. 47). a) Sa
se determine toate punctele duble ale

curbei precum si pantele tangentelor

v h

in acestea. b) Sa se determine curbura

si raza de curburd in punctele de pe Fig. 47

curbad ce au abscisa egala cu 1.

R:a) Avem F = 3x7 - 2y, Fy= 3}’2 - 2%,

4+

F «=06x, F'yy=-2,F" = 6y. Singurul punct de pe curbd in care se anuleaza

derivatele partiale de ordinul inéi este O(0, 0). Deoarece F 'y, =-2 #0, rezulta ca O(0,

0) este punct dublu. Cantitatea A

XoYo ?

din Definitia 8.1.8 este egald cu 4 in punctul (0,

0), deci avem de a face cu un punct hiperbolic. Rezolvand ecuatia (8.1.20) rezulta ca
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pantele celor doud tangente in punct sunt m;=c< si m, = 0. Cele doua tangente sunt axa
Oy si axa Ox.

b) Se deduce usor ca punctele de pe foliul lui Descartes care au abscisa egald cu 1 sunt
(1, 1), (1, N5 /2-1/2) si (1, -5 /2-1/2). Aplicand formula (8.1.18) deducem ca in
cazul punctului (1, 1) curbura este K= 8, R = 1/8. In cazul punctului (1, \/5/2—1/2)
obtinem K = (59/610)\/5 +291/122 = 2. 6015, R = 1/K =0.38439 si pentru punctul (1,

-/5/2-1/2) avem K = -(59/610)~/5 +291/122 = 2. 1690, R = 1/K =0.46105.

3. (Elicea cilindrica) Fie curba (C) : x = 2cos t, y = 2sint, z =3t, teR (Fig.
48). a) Sa se determine triedrul Frenet al curbei Intr-un punct oarecare. b)

Sa se scrie ecuatia planului rectificator.

R: Avem: x(t) = -2sint, y(t) = 2cost, z(t) = 3,
X(t) = -2 cost, y(t) = - 2sint, Z (t) = 0.
Versorul dreptei tangente este T = -
2/13sin(t) i + 2/413cos(®)j + 3/+/13 k.
Ecuatia planului osculator este (vezi relatia

x —2cos(t) y—ZSin(t) z—3t
(8.2.13)) | —2sin(t)  2cos(t) 3 1=0
—2cos(t) - 2cos(t) 0

& 3 sin(t)(x — 2cos(t)) - 3 cos(t)(y — 2sin(t)) +2(z — 3t) = 0. De aici deducem ca un
versor al binormalei este ﬁ: 3/13 sin(t) i-3/413 cos(t)j + 2/4/13 k. Atunci

versorul normalei principale va fi y = ,Ex;' =-13(cos(t) i+ sin(t)j ).

X —2cos(t) _ Y —2sin(t) _Z-3t
—2sin(t) 2cos(t) 3

Ecuatiile tangentei sunt . Ecuatiile normalei

X—2cos(t) _ Y—Zsin(t)
cos(t) B sin(t)

principale sunt , Y = 3t. Ecuatiile binormalei sunt

X - 2cos(t) Y- ZSin(t) _Z-3t
3sin(t) —3cos(t)

cos(t) + (Y - 3sin(t)) sin(t) = 0.

. Ecuatia planului rectificator este (X - 3cos(t))
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Anexa I
Conice date prin ecuatii reduse
Fie E; spatiul punctual euclidian bidimensional si {O,i, 3 }(xOy) un reper
cartezian ortonormat .

Definitia A1. Elipsa este locul geometric al punctelor din planul euclidian a caror

sumda a distantelor la doua puncte fixe distincte F; si F> este constantd.

Fie a, ce R, si punctele F;(-c,0), F>(c,0) € E,. Coordonatele oricarui punct M(X, y)

€ E, cu proprietatea “MEH + ”Mqu = 2a satisfac ecuatia:

(A1) §+y—z—1:0, c=+a’-b’ .
a b
Ecuatia (A1) este ecuatia carteziand a elipsei. Este usor de vazut cd avem si
urmatoarele ecuatii parametrice: x =a cos@,y=bsin ¢ , ¢ € [0,2w] .
Elementele principale ale elipsei sunt: punctele F; si F, - focarele elipsei; d(F,
F,) =2c - distanta focala; numérul v
real a - semiaxa mare, numarul real
b - semiaxa mica; punctele A(a,0),

A’(-a,0), B(b,0), B’(-b,0) - vérfu-
M (zy)

2
. o a
rile elipsei, dreptele x =+ — -
c

drepte directoare ale elipsei si e = AN\ Fi(e0©0 FE2E0)A X

C .. . .
— <1 - excentricitatea ellpsel. B
a .

a’ s
H=- — w=

Facem observatia ca axele Ox si

Oy ale reperului cartezian sunt axe i
o T Fig. Al
de simetrie ale elipsei si originea O
a reperului este centrul elipsei . Din acest motiv, reperul ortonormat xOy se

numeste canonic iar ecuatia (Al) se numeste redusa .

251



Geometrie liniara 1n spatiu

Se cunoaste faptul ca elipsa, caracterizata de ecuatia (A1), reprezinta locul geometric

. I M
al punctelor M(x,y) care satisfac una din relatiile: —— =esau ——— =
M, di) oM, d>)
De asemenea se poate ardta usor cd perpendiculara pe tangenta intr-un punct oarecare
al elipsei este bisectoare a unghiului razelor focale in acest punct (proprietatea optica
a elipsei) .
Definitia A2. Hiperbola este locul geometric al punctelor din planul euclidian E,
pentru care valoarea absoluta a diferentei distantelor la doua puncte
fixe, distincte F; si F> este constanta .
Fie a, ce R, si punctele F(-c,0), F,(c,0) € E,. Coordonatele oricarui punct
M(x,y) € E; cu proprietatea | MF, - MF, | = 2a, ceruta de definitia hiperbolei, satisfac

ecuatia:
2 2
(A2) x—z—%—lzo o= ad+b
a

Ecuatia (A2) este ecuatia redusa (carteziand) a hiperbolei. Ca si 1n cazul elipsei
avem urmdtoarele ecuatii parametrice : x=*acht, y=bsht, teR

Elementele principale ale unei hiperbole sunt: Fj(-c,0), F, (c,0) — focarele
hiperbolei ; A’(-a,0) . A(a,0) - varfurile hiperbolei; a ,b - semiaxele hiperbolei;

2
a

b . . .
dreptele y =*— x - asimptotele hiperbolei; dreptele x =+ — - directoarele
a c

hiperbolei si e = > 1 - excentricitatea hiperbolei. Axele Ox si Oy ale reperului
a

xO sunt axe de

y %
simetrie ale hiper-
bolei iar originea
reperului este cen-

tru de simetrie al

hiperbolei. Fif-c, ) & o) A Falc, 0
Hiperbola caracte-
rizatd de ecuatia

(A2) reprezinta si Fig. A2
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locul geometric al punctelor M(x,y) € E,, care satisfac una din relatiile :

[ I 2

=esaul ————— =

oM, dr) oM, d»)
unde dreptele d; si d> sunt directoarele hiperbolei. Tangenta la hiperbold, intr-un
punct al ei, este bisectoarea unghiului razelor focale ( proprietatea opticd a hi-

perbolei).

Definitia A3. Parabola este locul geometric al punctelor egal departate de un punct

fix F (focar) sio dreaptd fixa A (directoare) .
Fie pe R, . Consideram punctul F(£ o) sidreapta (A): x=- g . Atunci
2

coordonatele punctelor M(x,y) € E, cu proprietatea o (M,F) = d (M, A) satisfac
ecuatia:

(A3) v =2px , (p>0).

Elementele parabolei sunt: F(g ,0)

— focarul parabolei; numarul real g

M(zy)
- distanta focala; 0(0,0) - varful

parabolei; Ox - axa transversala a

parabolei (Ox este axa de simetrie F( F ) -
pentru parabola); Oy - axa

tangenta la parabold si dreapta A: x

4

= - = care este directoarea Fig. A3

parabolei. Excentricitatea parabolei este e = [.
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